VII.2 Integrovatelnost vektorovych funkci

Definice.
, .. Ly [ k
e Necht f : 2 — X je jednoducha méritelnd funkce tvaru f = ijl rjxg, (kde E1,..., B, € X
jsou po dvou disjunktni a x,...,zp € X). Necht £ € ¥ Rikdme, Ze f je integrovatelnd pies

mnoZinu £, pokud pro kazdé j € {1,...,k} plati u(E N E;) < co nebo z; = o. Integrdlem funkce
f pres mnoZinu E pak rozumime prvek X definovany vzorcem

k
/ Fdp =" u(E;)x;,
B =

kde pouzivame konvenci co -0 = o. Pokud f je integrovatelna pres €2, fikame, Ze je integrovatelna.
e Necht f : Q@ — X je silné py-métitelnd. Rekneme, e f je bochnerovsky integrovatelnd, existuje-li
posloupnost (f,,) jednoduchych integrovatelnych funkci, pro kterou plati

lim /Q 1) — )] duw) =0,

n—oo

kde integral v tomto vzorci je Lebesguetv. Bochnerovym integralem funkce f pak nazyvame prvek

X definovany vzorcem
() [ fan=tm [ fodu
Q n— oo Q

e Funkce f: ) — X se nazyva slabé integrovatelnd, pokud pro kazdé ¢ € X* je po f integrovatelna
(e 9o f € L' (1)),

Tvrzeni 7 (zékladni vlastnosti Bochnerova integralu).

(a) Integrovatelné jednoduché funkce tvoii vektorovy prostor a zobrazeni, které jednoduché integro-
vatelné funkci f prifadi jeji integral [, f du, je linedrni.

(b) Necht' f je jednoducha méritelna funkce. Pak f je integrovatelnd, pravé kdyz funkce w — || f(w)||
je integrovatelna. Pak plati

| [ ran] < [ s aue.

(c¢) Limita definujici Bochnertv integral existuje a nezavisi na volbé poslouplnosti ( fy,).

(d) Bochnerovsky integrovatelné funkce tvori vektorovy prostor a zobrazeni, které bochnerovsky in-
tegrovatelné funkci prifadi jeji Bochneruv integral, je linearni.

(e) Je-li f:Q — X bochnerovsky integrovatelna, pak funkce w — ||f(w)] je integrovatelnd a plati

) [ rau < [ 15 ante

(f) Je-li f: Q — X bochnerovsky integrovatelnd, pak pro kazdou E € ¥ je i xg - f bochnerovsky
integrovatelnd. (Hodnotu (B) [, xg - fdu pak nazyvéime Bochnerovym integrélem funkce f pres
mnoZinu E a znacime (B) [, f dpu.)

Véta 8 (charakterizace bochnerovské integrovatelnosti). Necht f : Q — X je silné u-méfitelna funkce.
Pak f je bochnerovsky integrovatelnd, pravé kdyz [, || f(w)| du(w) < oo.

Véta 9 (Lebesgueova véta pro Bochneruv integral).  Necht (f,,) je posloupnost bochnerovsky integro-
vatelnych funkci f, : Q — X, ktera skoro vSude konverguje k funkci f : & — X. Necht g : @ — R
je integrovatelnd funkce a pro kazdé n € N plati || f,(w)|| < g(w) pro skoro vSechna w € €. Pak f je
bochnerovsky integrovatelna a plati (B) [, fdu = nli_)ngo(B) Jo fndp.



Tvrzeni 10 (absolutni spojitost Bochnerova integralu).  Necht f : Q — X je bochnerovsky integrova-
telna. Pak plati:
/ f d,u” < e.
E

Tvrzeni 11 (slaby integral). Necht f : Q — X je slabé integrovatelnd. Pak zobrazeni

Ve>030>0VE € ¥: pu(F) <d =

F(w)Z/QsDOfdu, pe X",

je spojity linearni funkcional na X*, tj. F € X**.
Definice, znac¢eni a poznamky:
(1) Prvek F' € X** z Tvrzeni 11 se nazyva slaby integral (nebo téz Dunfordiv integrél) funkce f, zna¢ime
ho (D) [q, fdp.
(2) Necht f:Q — X je slabé integrovatelna. Pak pro kazdou E € X je xg - f slabé integrovatelna.
Prislusny slaby integral znacime (D) [, f dp.
(3) Rekneme, ze f : Q — X je pettisovsky integrovatelnd, pokud
o f je slabé integrovatelna, a navic
o pro kazdou E € ¥ slaby integral (D) [, f du patii do »(X), kde » : X — X** je kanonické

vnofeni.
Pettisiiv integral funkce f pies E je pak piislusny prvek X a znadi se (P) [ fdu. Tj. proz € X
pak plati
x = (P)/ fdu s Ve e X~ :gp(x)—/ po fdu.
E E
Poznamky:

(1) K tomu, aby f byla pettisovsky integrovatelnd, je nutné, aby (D) fEfd,u € »(X) pro kazdé
FE € Y. Nestaci, aby to bylo splnéno pro £ = ().

(2) Slabé integrovatelnd funkce nemusi byt pettisovsky integrovatelna.

(3) Petisovsky integrovatelna funkce nemusi byt silné p-méfitelna. Napiiklad funkce z Ptikladu 6(1)
je pettisovsky integrovatelna, jeji integral je nulovy, ale neni esencidlné separabilné hodnotova.

(4) Kazdé bochnerovsky integrovatelna funkce je pettisovsky integrovatelna (to plyne z Tvrzeni 12),
obracena implikace neplati ani pro silné p-méftitelné funkce (viz Priklad 13).

Tvrzeni 12 (Bochnertuv integrél a omezeny operator). Necht f : Q — X je bochnerovsky integro-
vatelna, Y je Banachiiv prostor a L : X — Y spojity linearni operator. Pak L o f je bochnerovsky

integrovatelna a navic
(B)/QLofdu ) ((B)/Qfdu> .

Poznamka: Predchozi tvrzeni jednak ukazuje, Ze bochnerovska integrovatelnost implikuje pettisovskou,
a také lze vyuzit k vypoc¢tu Bochnerova integralu: K tomu je tfeba ukazat, ze Bochnertv integral existuje,
jeho hodnotu Ize pak pocitat s vyuzitim vhodnych funkcionalt ¢i operatort.

Priklad 13. Necht Q = N, ¥ je o-algebra vSech podmnozin N, yu je sc¢itaci mira a f : Q — X. Pak
plati:
(a) f je bochnerovsky integrovatelnd, pravé kdyz fada ), . f(n) je absolutné konvergentni. Boch-
neriv integral je pak roven souctu rady.
(b) Je-lifada ), f(n) bezpodminecné konvergentni, je f pettisovsky integrovatelna a jeji Pettistiv
integral je roven souctu rady.

Poznamka: V bodé (b) Prikladu 13 plati i obracend implikace — je-li f pettisovsky integrovatelna, je fada
> nen J(n) bezpodminecné konvergentni. Diikaz je vSak obtiZnéjsi, tvrzeni je obsahem Orlicz-Pettisovy
vety.



