FUNKCIONALNI ANALYZA 1

PRIKLADY KE CVICENI A K SAMOSTATNEMU PREMYSLENI - ZS 2018/2019

VEKTOROVA INTEGRACE

I. MERITELNOST VEKTOROVYCH FUNKCI

Piiklad 1. Necht ©Q = [0, 1], p je Lebesgueova mira na [0,1] a ¥ je o-algebra vsech lebe-
sgueovsky méfitelnych podmnozin [0, 1]. Uvazme funkei f : [0, 1] — ¢2([0, 1]) definovanou
predpisem f(t) = e, t € [0, 1], kde e; oznacuje prislusny kanonicky jednotkovy vektor.
(1) Ukazte, ze f je slabé p-méfitelna.
(2) Ukazte, ze f neni esencidlné separabilné hodnotova, tedy nenf silné p-métitelné.
(3) Ukazte, ze f neni ani borelovsky p-métitelné.
(4) Ukazte, ze f m4 zcela stejné vlastnosti, uvazujeme-li misto £2([0, 1]) prostor ¢y ([0, 1])
nebo (?(]0,1]) pro p € (1, 00).
(5) Uvazujme misto £2([0, 1]) prostor ¢'([0,1]). Ukazte, ze pak f neni slabé méritelna.

Navod: (1) Pouzijte reprezentaci dudlu k ¢*([0,1]). (2) Kazdd mnoZina miry nula md ne-
spocetny doplnék. (3) Existuji neméritelné podmnoziny intervalu [0, 1]. (4) PouZijte reprezentaci
prislusnych dudli. (5) Dudl k €*([0,1]) je £°([0,1]) a ezistuji neméritelné podmnoZiny intervalu
[0,1].

Priklad 2. Necht (£2,%, ) a f jsou jako v Pifkladu 1. Necht navic h : [0,1] — [0, 00)
je libovolna funkce. Ukazte, ze pak i funkce f, = h - f je slabé py-méritelna, ale funkce
t — || fn(t)|| muze byt neméfitelna.

Piiklad 3. Necht Q = [0, 1], ¥ je o-algebra vSech podmnozin [0, 1], u je pocitaci mira a
f je jako v Piikladu 1. Ukazte, ze f je borelovsky p-métitelnd, neni esencidlné separabilné
hodnotové, a tedy neni silné p-méfitelna.

Piiklad 4. Necht I je mnozina, necht ¥ je o-algebra podmnozin I' x I' generovand vsemi
obdélniky (tj. mnozinami tvaru Ax B, A, B C ') anecht A = {(~,~),v € I'} je diagonéla
[' x I'. Ukazte, ze A € ¥ pravé kdyz mohutnost I' je nejvyse rovna mohutnosti kontinua.

Navod: <«=: Predpoklad, Ze mohutnost I' je nejvyse rovna mohutnost kontinua znamend, Ze
muzeme predpoklddat, Ze I' C R. Ddle, ezistuji spocetné rozklady Py, = {An m;m € N} mnoziny
R takové, Ze Pny1 zjemriuje P, a pokud Apmm, € Pn pro kazdé n, pak prinik (), cn Anm.,
obsahuge nejuyse jeden bod. =: Ukazte, Ze pro kaZdou M € ¥ existuje rozklad (A;)je; mnoZiny I'
takovy, Ze mohutnost J je nejuyse rovna mohutnosti kontinua a pro kazdé j € J bud Ajx A; C M
nebo (A; x Aj) M = (. (Ukazte, Ze tuto vlastnost maji obdélniky a Ze se zachovdvd na dopliky
a spocetnd sjednocent. Klicové ndstroje pro dukaz stability vuci spocetngm sjednocenim jsou
dvé tvrzeni: (i) Spocetné sjednoceni mnozZin mohutnosti nejvyse kontinuum je opét mnoZina
mohutnosti nejuyse kontinuum. (ii) Mnozina posloupnosti prvki mnozZiny mohutnosti nejvyse
kontinuum md opét mohutnost nejvyse kontinuum.)

Piiklad 5. Necht X je Banachtiv prostor mohutnosti ostie vétsi nez kontinuum, necht

Q= X x X anecht ¥ je o-algebra podmnozin 2 generované borelovskymi obdélniky
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(tj. mnozinami A x B, kde A, B C X jsou borelovské mnoziny). Definujme dvé funkce
f,9:Q — X vzorcem

flx,y) =2z, g(rv,y)=vy pro (z,y) € Q.

Ukazte, ze f i g jsou borelovsky »-méftitelné, ale f — g neni borelovsky »-méfitelna.
Navod: Vyuzijte Priklad 4.

Piiklad 6. Necht (2,3, ) je prostor s tiplnou mirou, necht X je Banachuv prostor a
necht f : Q — X je zobrazeni. Bod x € X patii do esencidlniho oboru hodnot f, jestlize
pro kazdé U, okoli x v X, vzor f~}(U) neni mnozina miry nula.
(1) Ukazte, ze esencidlni obor hodnot f je separabilni, pokud g je konetnd mira a f
je borelovsky Y-méftitelné.
(2) Predpoklddejme, ze f je esencidlné separabilné hodnotovéd (tj. f ma esencidlné
separabilni obor hodnot). Ukazte, Ze esencidlni obor hodnot f je separabilni.
(3) Najdete piiklad funkce, kterd neméd esencidlné separabilni obor hodnot, ale jejiz
esencialni obor hodnot je prazdny (a tedy separabilni).

Navod: (1) Je-li esencidlni obor hodnot neseparabilng, obsahuje nespocetnou e-diskrétni mnozinu
D pro néjaké e > 0. Pak f~1(U(d,c/2)), d € D, je nespocetnj systém meéritelnyich mnozin kladné
miry. (3) Uvazte napriklad funkci z Prikladu 1.

Piiklad 7. Ukazte, ze nasledujici dvé tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) Existuje prostor s kone¢nou uplnou mirou (2,3, i) a Banachuv prostor X a bo-
relovsky Y-méfitelna funkce f: Q — X, kterd neni esencialné separabilné hodno-
tova.

(ii) Existuje mnozina I' a konetnd nenulovéd o-aditivni mira definovand ja o-algebie
vSech podmnozin T', kterd je nulovd na jednoprvkovych mnozinach (tj. existuje
redlné méfitelny kardindl).

Navod: ()= (i) Uvédomte si, 7e T musi byt nespocetnd a wvazte f : T — (2(T) definovanou
vzorcem f(7y) = ey. (i)=(ii) Necht R je esencidlni obor hodnot f. Diky Prikladu 6(1) vime, Ze R
je separabilni, tedy Q\ f~Y(R) md kladnou miru. Tedy bez wjmy na obecnosti R = 0. Tj., kazdsj
bod x € X md okoli, jehoZ vzor je miry nula. S pouZitim faktu, Ze kaZdy metricky prostor md
o-disjunktni bdzi otevrrenych mnozin, muZeme najit disjunkini systémy U, oteviengch mnoZin,
jejichz vzory magi miru nula, pricemz |, \JUn = X. Ezistuje n, Ze p(f~1(JU,)) > 0. Polozme
L=U, av(A)=pu(f~*(JA)) pro ACT.

Piiklad 8. Necht (,Y) je méfitelny prostor, nechf X je Banachtuiv prostor a necht
(fn) je posloupnost silné Y-métitelnych funkei f,, : © — X takova, ze pro kazdé w € Q
posloupnost (f,,(w)) slabé konverguje k néjakému f(w). Ukazte, ze f je silné X-métitelna.

Navod: Ukazte, Ze f je slabé X-méritelnd a md separabilni obor hodnot (s vyuzZitim Mazurovy
véty). Pak pouZijte Pettisovu vétu.

Piiklad 9. Necht (2,3, 1) je prostor s iplnou mirou, necht X je Banachuv prostor a
necht (f,) je posloupnost silné p-méfitelnych funkei f, : © — X, Ze pro skoro vsechna
w € Q posloupnost (f,(w)) slabé konverguje k néjakému f(w). Ukazte, ze f je silné p-
meéritelnd.

Navod: Ukazle, Ze [ je slabé p-méfitelnd a je esencidlné separabilné hodnotovd (s vyuzitim
Mazurovy véty). Pak pouzijte Pettisovu vétu.



Priklad 10. Necht (9,3, 1) je interval (0,00) s Lebesgueovou mirou, X = LF((0,0)),
kde p € [1,00) a1 : (0,00) = F je funkce.
(1) Ukazte, Ze funkce ¢ : t = (1) - x(0.) je p-méfitelnd, prave kdyz ¢ je lebesgueovsky
merltelna
(2) Ukazte, ze funkce ¢ : t — ¥ - x4 (tj. t = (u = ¥(u)x(0.(u))) je p-méfitelna,
pravé kdyz |, € LP((0,T)) pro kazdé T € (0, 00).
(3) Ptredpoklddejme, Ze 1) ma hodnoty v (0,00). Ukazte, ze funkce ¢ : t — x(o,p) je
p-métitelnd, prave kdyz ¢ je lebesgueovsky méftitelna.

Navod: (1) =: ¢(t) € X pro kazdé t. K dukazu méritelnosti 1 wvaite funkciondly repre-
zentované x oy, T € (0,00). <=: Dokazte slabou méritelnost. (2) =: Podminka je nutnd, aby
o(t) € X pro kazdé t. <: Dokazte slabou méritelnost. (3) =: ¢(t) € X pro kazdé t. K dikazu
méritelnosti ¢ wvazte funkciondly reprezentované x o1y, T € (0,00). <=: Staéi dokdzat slabou
meéritelnost. Snadno lze ovérit, Ze ¢ je slabé méritelnd pro i spojitou. Ddle, pokud 1, — 1 skoro
vsude na (0,00), pak pro prislusné funkce ¢, a ¢ mdme ¢n(t) — ¢(t) slabé pro skoro vsechna t.

Priklad 11. Necht (Q,3, ) je interval (0, 00) s Lebesgueovou mirou, X = L>((0,00)) a
¥ (0,00) = F je funkce.
(1) Ukazte, ze funkce ¢ : ¢t — 1)(t) - X(0,) je silné p-méfitelnd, prave kdyz ¢ = 0 skoro
vsude.
(2) Ukazte, ze funkce ¢ : t = V- x(0) (tj. t = (u = Y (u)X(0,4)())) je silné p-méfitelna,
praveé kdyz ¢ = 0 skoro vsude.
(3) Piedpoklddejme, Ze 1 ma hodnoty v (0,00). Ukazte, ze funkce ¢ : t = X(0,u()
je silné p-meéritelna, prave kdyz ¢ je lebesgueovsky métitelnd a existuje spocetnd
mnozina C' C (0, 00) takovéd, ze ¢(t) € C pro skoro vSechna t € (0, 00).

Navod: (1) <: Jestlize 1 = 0 skoro vsude, pak ¢ = 0 skoro vsude. =: ||p(t) — Pp(u)|| > | (u)]
pro t < u. Jestlize 1(t) # 0 na mnoziné kladné miry, pak pro néjaké n € N mdme |¢(t)| > 1
na mnoziné kladné miry, tedy ¢ neni esencidlné separabilné hodnotovd. (2) <: Jestlize ¢ = 0
skoro vsude, pak ¢ = 0 skoro vsude. =: Nejdrive si vsimnéme, Ze b musi byt lebesgueovsky
méritelnd. Ddle, ||¢p(t) — ¢(u)|| = HM(LU)H pro t < u. Jestlize 1p # 0 na mnoziné kladné miry,
ezistujen € N, ze A = {t;|1(t)] > L} md kladnou miru. Necht Z je sjednoceni viech otevienyjch
intervalu I, pro které INA md nulovou miru. Pak ZNA md také nulovou miru. Potom (0,00)\ Z
je uzaviend mnozina kladné miry. Necht B znaci mnoZinu viech jednostranné izolovansjch bodi
mnoziny (0,00) \ Z. Pak B je spocetnd, tedy C = (0,00) \ (Z U B) md kladnou miru. Navic,
gsou-li u,t € C, u < t, pak (u,t) N A md kladnou miru. Odtud plyne, Ze ¢ neni esencidlné
separabilné hodnotovd. (3) <=: Ukazte, Ze ¢ je esencidlné separabilné hodnotovd a borelovsky fi-
méritelnd. =: ¢(t) € X pro kazdé t. K dukazu méritelnosti 1) wvazte funkciondly reprezentované
X1y, T € (0,00). Ddle, charakteristické funkce tvori diskrétni mnozinu v X, tedy pokud ¢ je
esencidlné separabilné hodnotovd, najdeme prislusnouw mnozinu C.



Piiklad 12. Necht K je kompaktni Hausdorffuv prostor a necht X = C(K) je prostor
spojitych funkcf na K opatfeny supremovou normou. Déle, necht (£2,%) je méfitelny
prostor a f : 2 — X je zobrazeni.
(1) Predpoklddejme, ze f je slabé Y-métitelné. Ukazte, ze pro kazdé k € K zobrazeni
w i f(w)(k) je X-métitelné.
(2) Predpoklddejme navic, ze K je metrizovatelny. Ukazte, Ze obraceni plati téz. Tj. f
je slabé méfitelna, pokud zobrazeni w — f(w)(k) je X-métitelné pro kazdé k € K.
Navod: (2) Podle Rieszovy véty potiebujeme ukdzat, Ze w — [ f(w)(k)du(k) je méritelné pro
kazdou (znaménkovou ¢i komplexni) Radonovu miru na K. MnoZina viech mér s touto vlastnosti
obsahuje Dirakovy miry (dle predpokladu). Navic to je linedrni podprostor a je uzavieny na slabé*
limity posloupnosti. Ddle, absolutné konvexni obal Dirakovjch mér je slabé* husty v Be gy« podle
véty o bipoldre. Nakonec, protoze C(K) je separabilni, dudlni jednotkovd koule je metrizovatelnd
ve slabé* topologii, tedy kazdd mira z jednotkové koule je slabou® limitou posloupnosti z absolutné
konvexniho obalu Dirakoviych mér.

Priklad 13. Necht (Q,%,u) je interval [0,1] s Lebesgueovou mirou, X = C([0,1]) a
f:10,1)> = F je funkce. Ukazte, ze funkce
Ot f(t,-)
je p-métitelna funkce 2 — X, pravé kdyz
o u— f(t,u) je spojita [0,1] pro kazdé t € [0, 1];
o t — f(t,u) je lebesgueovsky métitelna pro kazdé u € [0, 1].

II. BOCHNERUV INTEGRAL

Priklad 14. Necht (2, %, i) je interval (0, 1) s Lebesgueovou mirou a necht X = L*((0, 1))
kde p € (1,00). Necht ¢ : (0,1) — F je lebesgueovsky méfitelnd funkce. Definujme funkci
¢:(0,1) = X by

o(t)(u) = Y(t)xep(u), we(0,1),t€(0,1).
(1) Ukazte, Ze ¢ je bochnerovsky integrovatelna, pravé kdyz f01 P |(t)| dt < .
(2) Spoctéte Bochneruv integrél.

Navod: (2) Prog € LP"(0,1) spoctéte (g, (B) [¢(t)dt) = (L) [ (g,%(t)) dt = [([ g(s)v(t)(s)ds)dt.

Priklad 15. Necht (2, %, i) je interval (0, 1) s Lebesgueovou mirou a necht X = L*((0, 1))
kde p € (1,00). Necht 9 : (0,1) — F je lebesgueovsky méritelnd funkce takovd, ze
Vo) € LP((0,7)) pro kazdé r € (0,1). Definujme funkci ¢ : (0,1) — X by

(1) (u) = Y(u)xon(u), ue(0,1),te(0,1).

1/p
(1) Ukazte, Ze ¢ je bochnerovsky integrovatelna, pravé kdyz fol ( fot K0l ) dt < oo.
(2) Spoctéte Bochneruv integral.
Piiklad 16. Necht (Q, Y, i) je interval (0, 1) s Lebesgueovou mirou a necht X = LP((0,1))

kde p € [1,00). Necht v : (0,1) — (0,1] je lebesgueovsky méfitelnd funkce. Definujme
funkei ¢ : (0,1) — X vzorcem

o(t)(u) = xope)(w), we(0,1),te(0,1).

Ukazte, ze ¢ je bochnerovsky integrovatelna a spoctéte Bochneruv integral.



Priklad 17. Necht (Q,%, 1) je interval (0,00) s Lebesgueovou mirou a necht X =
LP((0,00)), kde p € (1,00). Necht v : (0,00) — (0, 00) je lebesgueovsky méfitelna funkce.
Definujme funkci ¢ : (0,1) — X by

1
o(t)(u) = X(opw)(w), u € (0,00),t€ (0,00).

(1) Ukazte, ze ¢ je bochnerovsky integrovatelnd, pravé kdyz fo (t)] P qt < o0.
(2) Spoctete Bochneruv integrél.

Priklad 18. Necht (€2, %, i) je interval (0, 1) s Lebesgueovou mirou a necht X = L!((0,1)).
Necht 1 : (0,1) — F je lebesgueovsky méritelnd funkce. Definujme funkei ¢ : (0,1) — X
vzorcem

¢(t)(u) - ¢<t>X(0,t)<u)7 u € (07 ].),t € (07 ]-)
(1) Ukazte, ze ¢ je slabé integrovatelnd, préave kdyz fol tl(t)| dt < oo.
(2) Ukazte, ze ¢ je bochnerovsky integrovatelnd, kdykoli je slabé integrovatelna.
(3) Spoctéte Bochneruv integrél.

Priklad 19. Necht (22, %, i) je interval (0, 1) s Lebesgueovou mirou a necht X = L!((0,1)).
Necht ¢ : (0,1) — F je lebesgueovsky méftitelnd funkce, pro kterou 9|,y € L'((0,r)) pro
kazdé r € (0, 1). Definujme funkei ¢ : (0,1) — X vzorcem

¢(t)(u) = ¢(U)X(O,t)(u)7 (AS (07 1)’t € (07 1)'

(1) Ukazte, ze ¢ je slabé integrovatelnda, pravé kdyz fol(l —u) [Y(u)| du < oo.
(2) Ukazte, ze ¢ je bochnerovsky integrovatelna, kdykoli je slabé integrovatelnd.
(3) Spoctéte Bochneruv integrél.

Priklad 20. Necht (Q,%,u) je interval (0,00) s Lebesgueovou mirou a necht X =
L'((0,00)). Necht o : (0,00) — (0,00) je lebesgueovsky méfitelnd funkce. Definujme
funkci ¢ : (0, 00) — X vzorcem

o(t)(u) = Xy (w), u € (0,00),t€ (0,00).
(1) Ukazte, Ze ¢ je slabé integrovatelnd, prave kdyz [~ (¢~ (u, 00)) du < co.
(2) Ukazte, Ze ¢ je bochnerovsky integrovatelna, pravé kdyz v € L'((0, 00)).
(3) Ukazte, ze v tomto piipadé je bochnerovskd integrovatelnost ekvivalentni slabé
integrovatelnosti.
(4) Spoctéte Bochneruv integral.

Priklad 21. Necht (2, %, i) je interval (0, 1) s Lebesgueovou mirou a necht X = L*>°((0, 1)).

Necht 9 : (0,1) — (0,1) je lebesgueovsky méfitelnd funkce kterd je ,esencidlné spocetné

hodnotovd“ (viz podminku v Ptikladu 11(3)). Definujme funkei ¢ : (0,1) — X vzorcem
¢(t) (U) = X(O,w(t))(u)7 u € (Oa ]-)’ te (Ou 1)

Ukazte, ze ¢ je bochnerovsky integrovatelna a spoctéte Bochneruv integral.

Piiklad 22. Necht (Q,%,u) je interval (0,00) s Lebesgueovou mirou a necht X =
L>((0,00)). Necht ¥ : (0,00) — (0,00) je lebesgueovsky méritelnd funkce kterd je
wesencidlné spocetné hodnotova® (viz podminku v Piikladu 11(3)). Definujme funkci
¢ :(0,00) = X vzorcem

¢(t)(u) = Xp)(u), u € (0,00),t € (0,00).
Characterizujte funkce 1, pro které je ¢ bochnerovsky integrovatelna a spoctéte Boch-
neruv integral.



III. LEBESGUE-BOCHNEROVY PROSTORY

Priklad 23. Necht (£2,3, ;1) je prostor s kone¢nou tiplnou mirou, necht p € [1, co] a necht
X = ¢p. Kazdou funkci f : 2 — X lze kanonicky ztotoznit s posloupnosti (f,) skaldrnich
funkci na €.

(1) Ukazte, ze funkce f : Q — X je p-métitelnd, pravé kdyz f, je p-méfitelnd pro
kazdé n € N.

(2) Necht f: Q — X je pu-méfitelnd. Spoctéte || f]|, a pomoci tohoto vzorce popiste
prostor LP(u; X).

(3) Ukazte, ze L>(u, X) je kanonicky izometricky vlastnimu podprostoru (@neN L (u)) oo
a popiste tento podprostor.

Navod: (1) Uvazte slabou méritelnost.

Piiklad 24. Necht (Q,%, i) je prostor s koneénou tiplnou mirou, necht p € [1,00], ¢ €
[1,00) a necht X = ¢4. Kazdou funkci f : Q — X lze kanonicky ztotoznit s posloupnosti
(fn) skaldrnich funkef na €.
(1) Ukazte, ze a funkce f : Q — X je p-méfitelnd, prave kdyz f, je pu-métitelna pro
kazdé n € N.
(2) Necht f:Q — X be p-méfitelnd. Spoctéte || f||, a pomoci tohoto vzorce popiste
prostor LP(u; X).
(3) Pokud p = ¢, ukazte, ze LP(1; X) jekanonicky izometricky prostoru (€D,,cy L (1)) ,,-

Navod: (1) Uvazte slabou méritelnost.

Piiklad 25. Necht (€, X, 1) je prostor s koneénou tiplnou mirou, necht p € [1, 00] a necht
X = ¢*. Kazdou funkci f : Q — X Ize kanonicky ztotoznit s posloupnosti ( f,,) skalarnich
funkei na .
(1) Ukazte, ze funkce f : Q — X je p-méfitelnd, prave kdyz je esencidlné separabilné
hodnotova a f, je p-métitelné pro kazdé n € N.
(2) Necht f:Q — X be p-méfitelné. Spoctéte || f||, a pomoci tohoto vzorce popiste
prostor LP(u; X).
(3) Ukazte, ze L (u, X) je kanonicky izometricky vlastnimu podprostoru (€D, ¢y L(11)) oo
a popiste tento podprostor.

Navod: (1) Nutnost podminky je ziejmd. K dukazu postacugicnosti si v§imnéte, Ze vzor libo-
volné oteviené koule v X p7i f patii do ¥ a s vyuzitim predpokladu, Ze f je esencidlné separabilné
hodnotovd, dokazte borelovskou p-méritelnost.



Priklad 26. Necht p je scitaci mira na N a p € [1,00]. Ukazte, ze prostor LP(u; X) je
kanonicky izometricky prostoru ¢7(X), ktery je definovan jako ¢P-suma spo¢etné mnoha
kopii prostoru X, tj.

(X)) = {(xa) € X" ) |ln” < 00} pro p € [1,00),

(X)) ={(z,) € XN;sug |zn] < oo},
ne

kde prislusna norma je definovana vzorcem

[e’s) 1/10
1)l = (Z H%II”) » () € 7(X), p € [1,00),

(#n)lloo = sup lznll,  (2n) € £2(X).

neN

Piiklad 27. Necht (2,3, 1) je prostor s uplnou o-konecnou mirou, necht p € [1, o0,
necht p* € [1, 00| je sdruzeny exponent, necht X je Banachuv prostor a necht X* je jeho
dual.
(1) Necht f € LP(u; X) a g € LP (u; X*). Ukazte, Ze funkce
hw) = g(w)(f(w)), weQ,
p* ’ ||f||p

je p-integrovatelna a [|h||; < ||g
(2) Pro g € LP"(u; X*) definujme

B,(f) = / 9(@)(F@) du(w), | € L(; X).

Ukazte, ze @, je spojity linedrni funkcional na LP(u; X) a || 4] < |lg

(3) Ukazte, ze || @, = |lg
do LP(u, X)*.

(4) Ukazte, ze zobrazeni ® je na LP(u, X)*, pokud p € [1,00) a X = ¢y nebo X = (¢
pro néjaké ¢ € (1,00).

(5) Ukazte, ze zobrazeni ® je na LP(u, X)*, pokud p € [1,00) a (Q, %, ) je mnozina
N s pocitaci mirou.

(6) Ukazte, ze zobrazeni ® neni na, pokud (£2, %, 1) je interval [0, 1] s Lebesgueovou
mirou a X = /1.

p*’
,+ aodvodte, ze @ : g = @, je linearni izometrie LP" (p; X*)

Navod: (1) Nejprve je treba ukdzat méritelnost funkce h. Jestlize g je jednoduchd funkce, je
to snadné. K dukazu obecného pripad vuuzijte existenci posloupnosti jednoduchiych integrova-
telngjch funkci konverqujici skoro vsude ke g. Pro odhad vyuZijte Hélderovu nerovnost. (2) plyne
z (1). (3) Protoze spocetné hodnotové funkce jsou husté in LP" (u; X*), staci rovnost dokdzat
pro spocetné hodnotové g. Jedna nerovnost plyne z (2), staci dokdzat obrdcenou nerovnost. Ne-
cht € > 0. Dle skaldrniho pripadu existuje nezdpornd méritelnd funkce h spliugici ||h|, = 1
a Joh(w) |lgw)ll du(w) > llgll,» —e. Necht g = 3772, @ixE;, kde x5 € X* a E; € X with
0 < u(E;) < oo pro kazdé j € N. Zvolme posloupnost dost malych ¢isel §; > 0 a najdéme z; € X
spliugict ||z;]| = 1 a 2} (z;) > H:z:;‘ —8j. Necht f =322, hajxg;. Pak [ € LP(u; X), || fll, =1
a 4(f) > llgll,» —2e. (5) VyuZijte Priklady 23 a 24 a metodu dikazu reprezentace dudli co a
P, (6) Vyuzijte Priklad 26. (7) S vyuzitim Prikladu 24 a metody dikazu reprezentace dudlu k £*
popisté dudl k LP(u; 1) a porovnejte ho s prostorem LP™ (u; £%°) popsangm v Prikladu 25.




