FUNKCIONALNI ANALYZA 1

ZIMNI SEMESTER 2018/2019

ZAPOCTOVE ULOHY -~ PRVNI SADA

Obecné poznamky:

e Vsechna tvrzeni a vSechny vypocty musi byt srozumitelné zdivodnéné. Pro tento
ucel je mozné vyuzit znalosti o topologickych vektorovych prostorech z prednasky
a také znalosti z bakalarskych kurzu matematiky.

e Odevzdana feseni musi byt rucné psané, nikoli tisténa.

e Mimo jiné se muze hodit nésledujici:

— véta o generovani linedrni topologie pomoci baze okoli nuly;

— véta o generovani lokalné konvexni topologie pomoci systému pseudonorem;

— charakterizace metrizovatelnosti topologického vektorového prostoru a jeji
specialni pripad pro lokdlné konvexni prostory;

— kritérium normovatelnosti topologického vektorového prostoru;

— charakterizace spojitych linearnich funkcionalu na lokalné konvexnim pro-
storu pomoci pseudonorem;

— reprezentace dudlu klasickych Banachovych prostoru;

—je-li 0 < p < q<r < oo, pak z Holderovy nerovnosti plyne L N L" D L9 a
prislusny odhad norem.

e Je-li f meéritelnd funkce, pak [f] znaci jeji tiidu ekvivalence pfi rovnosti skoro
vsude.

e Priiklady je tfeba rezervovat e-mailem. Rezervace bude potvrzena uvedenim ¢isla
problému u daného studenta v SISu. Poku ptiklad jiz neni volny, upozornim stu-
denta v odpovédi na jeho e-mail. V rezerva¢nim e-mailu je mozné uvést vice
prikladu, v poradi odpovidajicim preferencim studenta. Rezervuji prvni z nich,
ktery je dosud volny.

e Pokud se nékomu zd4 jeho tikol nefesitelny, piilis obtiZny, nejasny atp., necht se
ozve. Dotazy, vysvétleni ¢i konzultace jsou mozné.

e Doporuceny termin odevzdani: 2.11.2018

Piiklad €. 1 [JIZ REZERVOVAN]
Necht

X = {(@)3; Y |l < 00},
n=1

Pro ¢ = (z,,) € X polozme

1/n
p(x) =Y ||’
n=1

(1) Ukazte, ze vzorec p(x,y) = p(x — y) definuje translacné invariantni metriku na
X, kterd generuje linearni topologii na X.

(2) Ukazte, ze metrika p je iplna.

(3) Je tento prostor lokélné konvexni?

(4) Popiste vSechny spojité linearni funkcionaly na X.



Piiklad €. 2 [JIZ REZERVOVAN]
Necht

X =A{[f]; f : [0,1] — F meétiteln4, /01 £ dt < oo}

/]f ) dt < oo.

(1) Ukazte, ze vzorec p(f, g) p(f — g) definuje transla¢né invariantni metriku on X,
ktera generuje linearni topologn na X.

(2) Ukazte, ze metrika p je dplna.

(3) Je tento prostor lokdlné konvexni?

(4) Popiste vsechny spojité linearni funkciondly na X.

Piiklad ¢. 3 [JIZ REZERVOVAN]
Necht T' je nespocetnd mnozina a necht X je prostor £>°(T") opatfeny topologii stejnomérné
konvergence na spocetnych podmnozinach T'.

For [f] € X set

(1) Ukazte, ze tato topologie je Hausdorffova linearni topologie na X a popiste bézi
okoli nuly.

(2) Je tato topologie lokélné konvexni? Pokud ano, najdéte generujici systém pseudo-
norem.

(3) Je X metrizovatelny?

(4) Popiste vSechny spojité linedrni funkciondly na X.

Piiklad ¢. 4  [JIZ REZERVOVAN]
Necht X = C(R) je prostor viech F-hodnotovych spojitych funke na R opatieny topologi
stejnomérné konvergence na ridkych kompaktnich podmnozinach R.
(1) Ukazte, ze tato topologie je Hausdorffova linedrni topologie na X a popiste bézi
okoli nuly.
(2) Je tato topologie lokélné konvexni? Pokud ano, najdéte generujici systém pseudo-
norem.
(3) Je X metrizovatelny?
(4) Popiste vsechny spojité linearni funkcionaly na X.

Piiklad ¢. 5  [JIZ REZERVOVAN]
Necht X = L] (R) je prostor vSech (t¥id ekvivalence) F-hodnotovych lokélné integrova-
telnych funkci na R opatfeny systémem pseudonorem

f)=/r|f|, fex (r>o).

(1) Popiste bazi okoli nuly v této topologii.

(2) Je X Hausdorffuv? Je X metrizovatelny? Je to Fréchetuv prostor?
(3) Je X normovatelny?

(4) Popiste vsechny spojité linearni funkciondly na X.



Piiklad €. 6  [JIZ REZERVOVAN]
Necht X = L2 (R) je prostor viech (tifd ekvivalence) F-hodnotovych méiitelnych funkef

loc
na R, jejichZ restrikce na libovolny omezeny interval patif do L?, opatieny systémem

pseudonorem
r 1/2
wn=([111) . rex >0

1) Popiste bazi okoli nuly v této topologii.

2) Je X Hausdorffuv? Je X metrizovatelny? Je to Fréchetuv prostor?
3) Je X normovatelny?

4) Popiste viechny spojité linedrni funkciondly na X.

(
(
(
(

Piiklad ¢. 7 [JIZ REZERVOVAN]
Necht prostor

X = {(zn)yZ;Vp € (1,00) : (2n);2, € 07}
je opatieny systémem norem ||-|| , p € (1, 00).
(1) Popiste bazi okoli nuly v této topologii.
(2) Je X Hausdorffuv? Je X metrizovatelny? Je to Fréchetuv prostor?
(3) Je X normovatelny?
(4) Popiste vsechny spojité linearni funkcionaly na X.

Piiklad ¢. 8  [JIZ REZERVOVAN]
Necht prostor
X =A{[f]; f - [0,1] — F meétitelna takova, ze Vp € [1,00) : [f] € L*([0,1])}
je opatfeny systémem norem ||-|| ,, p € [1,00).
(1) Popiste bazi okoli nuly v této topologii.
(2) Je X Hausdorffuv? Je X metrizovatelny? Je to Fréchetuv prostor?

2)
(3) Je X normovatelny?
(4) Popiste vSechny spojité linearni funkcionaly na X.

Piiklad ¢. 9  [JIZ REZERVOVAN]
Necht prostor

X =A{[f]; f : R — F méritelnd takova, ze Vp € (1,00) : [f] € LP(R)}
je opatieny systémem norem ||-|| , p € (1, 00).

(1) Popiste bazi okoli nuly v této topologii.

(2) Je X Hausdorffuv? Je X metrizovatelny? Je to Fréchetuv prostor?
(3) Je X normovatelny?

(4) Popiste vsechny spojité linearni funkciondly na X.

Piiklad €. 10  [JIZ REZERVOVAN]
Necht prostor

X ={(z,)02;Va > 0: (n%zy,)52, je omezend posloupnost }

je opatfeny systémem norem
Pal(®) =supn®|z,|, x=(r,)i,€X (a>0).
neN
(1) Popiste bazi okoli nuly v této topologii.
(2) Je X Hausdorffuv? Je X metrizovatelny? Je to Fréchetuv prostor?
(3) Je X normovatelny?
(4) Popiste vSechny spojité linedrni funkciondly na X.



Piiklad €. 11 [JIZ REZERVOVAN]
Necht
X ={(zn)pz; VP € (0,1) : (zn)pl, € 7}

U = {{:v = ()2 € X |zl <ol < eYipryoeipr € (0,1),6 > o}.

1) Ukazte, ze U je baze okoli nuly v néjaké Hausdorffové linearni topologii na X.
2) Je X lokalné konvexni?

3) Je X metrizovatelny? Je to F-prostor?

4) Popiste viechny spojité linedrni funkciondly na X.

(
(
(
(

Piiklad €. 12 [JIZ REZERVOVAN]
Necht

X =A{[f]; f : [0,1] — F méritelnd takova, ze Vp € (0,1) : [f] € L*([0,1])}

U={{111€ XA, <&M, < hipise oo pe € (0,1),6 > 0},

1) Ukazte, ze U je baze okoli nuly v néjaké Hausdorffové linedrni topologii na X.
2) Je X lokalné konvexni?

3) Je X metrizovatelny? Je to F-prostor?

4) Popiste viechny spojité linedrni funkciondly na X.

(
(
(
(

Priklad ¢. 13 [JIZ REZERVOVAN]
Necht
X =A{[f]; f : R — F méfitelna takovd, ze Vp € (0,1) : [f] € L*(R)}

U= {{f) € XM, < 2o AN, < 2hipnse i€ (0,2),2> 0.

1) Ukazte, ze U je béze okoli nuly v néjaké Hausdorffové linearni topologii na X.
2) Je X lokalné konvexni?

3) Je X metrizovatelny? Je to F-prostor?

4) Popiste viechny spojité linedrni funkciondly na X.

(
(
(
(

Piiklad ¢. 14 [ VOLNY]
Necht

X =A{[f]; f : R — F métitelnd takova, ze Vp € (0,00) : [f] € LP(R)}

U= {1151 € XillAMyy < &oeens A1, < hiprse o mr € (0,00),€ > 0.

(1) Ukazte, ze U je baze okoli nuly v néjaké Hausdorffové linearni topologii na X.
(2) Je X lokdlné konvexni?

(3) Je X metrizovatelny? Je to F-prostor?

(4) Popiste vsechny spojité linearni funkciondly na X.



Piiklad €. 15  [JIZ REZERVOVAN]
Necht prostor X = C*(R) je opatfeny systémem pseudonorem
par(f) = sup [fU@)], feX (r>0neNU{0}).
te[—r,r]
1) Popiste bazi okoli nuly v této topologii.
2) Je X Hausdorffuv? Je X metrizovatelny? Je to Fréchetuv prostor?
3) Je X normovatelny?
4) Popiste viechny spojité linedrni funkcionédly na X.

(
(
(
(

Piiklad ¢. 16  [JIZ REZERVOVAN]
Necht X = C>([0,1]) je prostor C* funkci na [0,1] (tj. takovych C* funkef na (0,1),
jejichz vSechny derivace lze spojité rozsitit na [0, 1]) opatfeny systémem pseudonorem

pn(f)ztil[ég]!f(”’(t), feX (neNuf{o}).

1) Popiste bazi okoli nuly v této topologii.

2) Je X Hausdorffuv? Je X metrizovatelny? Je to Fréchetuv prostor?
3) Je X normovatelny?

4) Popiste vSechny spojité linedrni funkciondly na X.

(
(
(
(

Piiklad ¢. 17 [ VOLNY]
Necht X = C(R) je prostor vsech F-hodnotovych spojitych funkci na R opatieny topo-
logii stejnomérné konvergence na konvergentnich posloupnostech (tj. na mnozinach tvaru
{z,;n € N}, kde (z,,) je konvergentni posloupnost redlnych ¢isel).
(1) Ukazte, ze tato topologie je Hausdorffova linedrni topologie na X a popiste bézi
okoli nuly.
(2) Je tato topologie lokélné konvexni? Pokud ano, najdéte generujici systém pseudo-
norem.
(3) Je X metrizovatelny?
(4) Popiste vsechny spojité linedrni funkciondly na X.

Piiklad ¢. 18 [ VOLNY]
Necht I je jeden z intervalu (1,2) nebo [1,2]. Necht prostor

X =A{[f]; f : R — F meéfitelna takova, ze Vp € I : [f] € LP(R)}
je opatieny systémem norem |||, p € .
(1) Popiste bazi okoli nuly v této topologii.
(2) Je X Hausdorffuv? Je X metrizovatelny? Je to Fréchetuv prostor?
(3) Je X normovatelny?
(4) Popiste vSechny spojité linedrni funkciondly na X.
(5) Splyvaji uvedené dva prostory?

Piiklad ¢. 19 [ VOLNY]
Necht I je jeden z intervala [1,2) nebo (1,2]. Necht prostor

X ={[f]; f : R — F méftitelna takova, ze Vp € I : [f] € LP(R)}
je opatfeny systémem norem |-, p € I.
(1) Popiste bazi okoli nuly v této topologii.
(2) Je X Hausdorffuv? Je X metrizovatelny? Je to Fréchetuv prostor?
(3) Je X normovatelny?
(4) Popiste vsechny spojité linearni funkcionaly na X.
(5)

3
4
5) Splyvaji uvedené dva prostory?



Piiklad & 20 [ VOLNY]
Necht I je jeden z intervala (1,2), [1,2), (1,2] nebo [1,2]. Necht prostor
X =A{[f]; f : [0,1] — F meétitelna takova, ze Vp € I : [f] € LF([0,1])}
je opatieny systémem norem |||, p € 1.
(1) Popiste bazi okoli nuly v této topologii.

2) Je X Hausdorffuv? Je X metrizovatelny? Je to Fréchetuv prostor?
) Je X normovatelny?

) Popiste vsechny spojité linearni funkcionaly na X.

) Splyvaji nékteré z uvedenych étyf prostoru?

(

(3
(4
(5



