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Obecné poznámky:

• Všechna tvrzeńı a všechny výpočty muśı být srozumitelně zd̊uvodněné. Pro tento
účel je možné využ́ıt znalosti o topologických vektorových prostorech z přednášky
a také znalosti z bakalářských kurz̊u matematiky.
• Odevzdaná řešeńı muśı být ručně psané, nikoli tǐstěná.
• Mimo jiné se může hodit následuj́ıćı:

– věta o generováńı lineárńı topologie pomoćı báze okoĺı nuly;
– věta o generováńı lokálně konvexńı topologie pomoćı systému pseudonorem;
– charakterizace metrizovatelnosti topologického vektorového prostoru a jej́ı

speciálńı př́ıpad pro lokálně konvexńı prostory;
– kritérium normovatelnosti topologického vektorového prostoru;
– charakterizace spojitých lineárńıch funkcionál̊u na lokálně konvexńım pro-

storu pomoćı pseudonorem;
– reprezentace duál̊u klasických Banachových prostor̊u;
– je-li 0 < p < q < r < ∞, pak z Hölderovy nerovnosti plyne Lp ∩ Lr ⊃ Lq a

př́ıslušný odhad norem.
• Je-li f měřitelná funkce, pak [f ] znač́ı jej́ı tř́ıdu ekvivalence při rovnosti skoro

všude.
• Př́ıklady je třeba rezervovat e-mailem. Rezervace bude potvrzena uvedeńım č́ısla

problému u daného studenta v SISu. Poku př́ıklad již neńı volný, upozorńım stu-
denta v odpovědi na jeho e-mail. V rezervačńım e-mailu je možné uvést v́ıce
př́ıklad̊u, v pořad́ı odpov́ıdaj́ıćım preferenćım studenta. Rezervuji prvńı z nich,
který je dosud volný.
• Pokud se někomu zdá jeho úkol neřešitelný, př́ılǐs obt́ıžný, nejasný atp., necht’ se

ozve. Dotazy, vysvětleńı či konzultace jsou možné.
• Doporučený termı́n odevzdáńı: 2.11.2018

Př́ıklad č. 1 [JIŽ REZERVOVÁN]
Necht’

X = {(xn)∞n=1;
∞∑
n=1

|xn|1/n <∞}.

Pro x = (xn) ∈ X položme

p(x) =
∞∑
n=1

|xn|1/n .

(1) Ukažte, že vzorec ρ(x,y) = p(x − y) definuje translačně invariantńı metriku na
X, která generuje lineárńı topologii na X.

(2) Ukažte, že metrika ρ je úplná.
(3) Je tento prostor lokálně konvexńı?
(4) Popǐste všechny spojité lineárńı funkcionály na X.
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Př́ıklad č. 2 [JIŽ REZERVOVÁN]
Necht’

X = {[f ]; f : [0, 1]→ F měřitelná,

∫ 1

0

|f(t)|t dt <∞}.

For [f ] ∈ X set

p([f ]) =

∫ 1

0

|f(t)|t dt <∞.

(1) Ukažte, že vzorec ρ(f, g) = p(f − g) definuje translačně invariantńı metriku on X,
která generuje lineárńı topologii na X.

(2) Ukažte, že metrika ρ je úplná.
(3) Je tento prostor lokálně konvexńı?
(4) Popǐste všechny spojité lineárńı funkcionály na X.

Př́ıklad č. 3 [JIŽ REZERVOVÁN]
Necht’ Γ je nespočetná množina a necht’ X je prostor `∞(Γ) opatřený topologíı stejnoměrné
konvergence na spočetných podmnožinách Γ.

(1) Ukažte, že tato topologie je Hausdorffova lineárńı topologie na X a popǐste bázi
okoĺı nuly.

(2) Je tato topologie lokálně konvexńı? Pokud ano, najděte generuj́ıćı systém pseudo-
norem.

(3) Je X metrizovatelný?
(4) Popǐste všechny spojité lineárńı funkcionály na X.

Př́ıklad č. 4 [JIŽ REZERVOVÁN]
Necht’ X = C(R) je prostor všech F-hodnotových spojitých funkćı na R opatřený topologíı
stejnoměrné konvergence na ř́ıdkých kompaktńıch podmnožinách R.

(1) Ukažte, že tato topologie je Hausdorffova lineárńı topologie na X a popǐste bázi
okoĺı nuly.

(2) Je tato topologie lokálně konvexńı? Pokud ano, najděte generuj́ıćı systém pseudo-
norem.

(3) Je X metrizovatelný?
(4) Popǐste všechny spojité lineárńı funkcionály na X.

Př́ıklad č. 5 [JIŽ REZERVOVÁN]
Necht’ X = L1

loc(R) je prostor všech (tř́ıd ekvivalence) F-hodnotových lokálně integrova-
telných funkćı na R opatřený systémem pseudonorem

pr(f) =

∫ r

−r
|f | , f ∈ X (r > 0).

(1) Popǐste bázi okoĺı nuly v této topologii.
(2) Je X Hausdorff̊uv? Je X metrizovatelný? Je to Fréchet̊uv prostor?
(3) Je X normovatelný?
(4) Popǐste všechny spojité lineárńı funkcionály na X.



Př́ıklad č. 6 [JIŽ REZERVOVÁN]
Necht’ X = L2

loc(R) je prostor všech (tř́ıd ekvivalence) F-hodnotových měřitelných funkćı
na R, jejichž restrikce na libovolný omezený interval patř́ı do L2, opatřený systémem
pseudonorem

pr(f) =

(∫ r

−r
|f |2
)1/2

, f ∈ X (r > 0).

(1) Popǐste bázi okoĺı nuly v této topologii.
(2) Je X Hausdorff̊uv? Je X metrizovatelný? Je to Fréchet̊uv prostor?
(3) Je X normovatelný?
(4) Popǐste všechny spojité lineárńı funkcionály na X.

Př́ıklad č. 7 [JIŽ REZERVOVÁN]
Necht’ prostor

X = {(xn)∞n=1;∀p ∈ (1,∞) : (xn)∞n=1 ∈ `p}
je opatřený systémem norem ‖·‖p, p ∈ (1,∞).

(1) Popǐste bázi okoĺı nuly v této topologii.
(2) Je X Hausdorff̊uv? Je X metrizovatelný? Je to Fréchet̊uv prostor?
(3) Je X normovatelný?
(4) Popǐste všechny spojité lineárńı funkcionály na X.

Př́ıklad č. 8 [JIŽ REZERVOVÁN]
Necht’ prostor

X = {[f ]; f : [0, 1]→ F měřitelná taková, že ∀p ∈ [1,∞) : [f ] ∈ Lp([0, 1])}
je opatřený systémem norem ‖·‖p, p ∈ [1,∞).

(1) Popǐste bázi okoĺı nuly v této topologii.
(2) Je X Hausdorff̊uv? Je X metrizovatelný? Je to Fréchet̊uv prostor?
(3) Je X normovatelný?
(4) Popǐste všechny spojité lineárńı funkcionály na X.

Př́ıklad č. 9 [JIŽ REZERVOVÁN]
Necht’ prostor

X = {[f ]; f : R→ F měřitelná taková, že ∀p ∈ (1,∞) : [f ] ∈ Lp(R)}
je opatřený systémem norem ‖·‖p, p ∈ (1,∞).

(1) Popǐste bázi okoĺı nuly v této topologii.
(2) Je X Hausdorff̊uv? Je X metrizovatelný? Je to Fréchet̊uv prostor?
(3) Je X normovatelný?
(4) Popǐste všechny spojité lineárńı funkcionály na X.

Př́ıklad č. 10 [JIŽ REZERVOVÁN]
Necht’ prostor

X = {(xn)∞n=1;∀α > 0 : (nαxn)∞n=1 je omezená posloupnost}
je opatřený systémem norem

pα(x) = sup
n∈N

nα |xn| , x = (xn)∞n=1 ∈ X (α > 0).

(1) Popǐste bázi okoĺı nuly v této topologii.
(2) Je X Hausdorff̊uv? Je X metrizovatelný? Je to Fréchet̊uv prostor?
(3) Je X normovatelný?
(4) Popǐste všechny spojité lineárńı funkcionály na X.



Př́ıklad č. 11 [JIŽ REZERVOVÁN]
Necht’

X = {(xn)∞n=1;∀p ∈ (0, 1) : (xn)∞n=1 ∈ `p}
a

U =
{
{x = (xn)∞n=1 ∈ X; ‖x‖p1 < ε, . . . , ‖x‖pk < ε}; p1, . . . , pk ∈ (0, 1), ε > 0

}
.

(1) Ukažte, že U je báze okoĺı nuly v nějaké Hausdorffově lineárńı topologii na X.
(2) Je X lokálně konvexńı?
(3) Je X metrizovatelný? Je to F-prostor?
(4) Popǐste všechny spojité lineárńı funkcionály na X.

Př́ıklad č. 12 [JIŽ REZERVOVÁN]
Necht’

X = {[f ]; f : [0, 1]→ F měřitelná taková, že ∀p ∈ (0, 1) : [f ] ∈ Lp([0, 1])}
a

U =
{
{[f ] ∈ X; ‖[f ]‖p1 < ε, . . . , ‖[f ]‖pk < ε}; p1, . . . , pk ∈ (0, 1), ε > 0

}
.

(1) Ukažte, že U je báze okoĺı nuly v nějaké Hausdorffově lineárńı topologii na X.
(2) Je X lokálně konvexńı?
(3) Je X metrizovatelný? Je to F-prostor?
(4) Popǐste všechny spojité lineárńı funkcionály na X.

Př́ıklad č. 13 [JIŽ REZERVOVÁN]
Necht’

X = {[f ]; f : R→ F měřitelná taková, že ∀p ∈ (0, 1) : [f ] ∈ Lp(R)}
a

U =
{
{[f ] ∈ X; ‖[f ]‖p1 < ε, . . . , ‖[f ]‖pk < ε}; p1, . . . , pk ∈ (0, 1), ε > 0

}
.

(1) Ukažte, že U je báze okoĺı nuly v nějaké Hausdorffově lineárńı topologii na X.
(2) Je X lokálně konvexńı?
(3) Je X metrizovatelný? Je to F-prostor?
(4) Popǐste všechny spojité lineárńı funkcionály na X.

Př́ıklad č. 14 [ VOLNÝ]
Necht’

X = {[f ]; f : R→ F měřitelná taková, že ∀p ∈ (0,∞) : [f ] ∈ Lp(R)}
a

U =
{
{[f ] ∈ X; ‖[f ]‖p1 < ε, . . . , ‖[f ]‖pk < ε}; p1, . . . , pk ∈ (0,∞), ε > 0

}
.

(1) Ukažte, že U je báze okoĺı nuly v nějaké Hausdorffově lineárńı topologii na X.
(2) Je X lokálně konvexńı?
(3) Je X metrizovatelný? Je to F-prostor?
(4) Popǐste všechny spojité lineárńı funkcionály na X.



Př́ıklad č. 15 [JIŽ REZERVOVÁN]
Necht’ prostor X = C∞(R) je opatřený systémem pseudonorem

pn,r(f) = sup
t∈[−r,r]

∣∣f (n)(t)
∣∣ , f ∈ X (r > 0, n ∈ N ∪ {0}).

(1) Popǐste bázi okoĺı nuly v této topologii.
(2) Je X Hausdorff̊uv? Je X metrizovatelný? Je to Fréchet̊uv prostor?
(3) Je X normovatelný?
(4) Popǐste všechny spojité lineárńı funkcionály na X.

Př́ıklad č. 16 [JIŽ REZERVOVÁN]
Necht’ X = C∞([0, 1]) je prostor C∞ funkćı na [0, 1] (tj. takových C∞ funkćı na (0, 1),
jejichž všechny derivace lze spojitě rozš́ı̌rit na [0, 1]) opatřený systémem pseudonorem

pn(f) = sup
t∈[0,1]

∣∣f (n)(t)
∣∣ , f ∈ X (n ∈ N ∪ {0}).

(1) Popǐste bázi okoĺı nuly v této topologii.
(2) Je X Hausdorff̊uv? Je X metrizovatelný? Je to Fréchet̊uv prostor?
(3) Je X normovatelný?
(4) Popǐste všechny spojité lineárńı funkcionály na X.

Př́ıklad č. 17 [ VOLNÝ]
Necht’ X = C(R) je prostor všech F-hodnotových spojitých funkćı na R opatřený topo-
logíı stejnoměrné konvergence na konvergentńıch posloupnostech (tj. na množinách tvaru
{xn;n ∈ N}, kde (xn) je konvergentńı posloupnost reálných č́ısel).

(1) Ukažte, že tato topologie je Hausdorffova lineárńı topologie na X a popǐste bázi
okoĺı nuly.

(2) Je tato topologie lokálně konvexńı? Pokud ano, najděte generuj́ıćı systém pseudo-
norem.

(3) Je X metrizovatelný?
(4) Popǐste všechny spojité lineárńı funkcionály na X.

Př́ıklad č. 18 [ VOLNÝ]
Necht’ I je jeden z interval̊u (1, 2) nebo [1, 2]. Necht’ prostor

X = {[f ]; f : R→ F měřitelná taková, že ∀p ∈ I : [f ] ∈ Lp(R)}
je opatřený systémem norem ‖·‖p, p ∈ I.

(1) Popǐste bázi okoĺı nuly v této topologii.
(2) Je X Hausdorff̊uv? Je X metrizovatelný? Je to Fréchet̊uv prostor?
(3) Je X normovatelný?
(4) Popǐste všechny spojité lineárńı funkcionály na X.
(5) Splývaj́ı uvedené dva prostory?

Př́ıklad č. 19 [ VOLNÝ]
Necht’ I je jeden z interval̊u [1, 2) nebo (1, 2]. Necht’ prostor

X = {[f ]; f : R→ F měřitelná taková, že ∀p ∈ I : [f ] ∈ Lp(R)}
je opatřený systémem norem ‖·‖p, p ∈ I.

(1) Popǐste bázi okoĺı nuly v této topologii.
(2) Je X Hausdorff̊uv? Je X metrizovatelný? Je to Fréchet̊uv prostor?
(3) Je X normovatelný?
(4) Popǐste všechny spojité lineárńı funkcionály na X.
(5) Splývaj́ı uvedené dva prostory?



Př́ıklad č. 20 [ VOLNÝ]
Necht’ I je jeden z interval̊u (1, 2), [1, 2), (1, 2] nebo [1, 2]. Necht’ prostor

X = {[f ]; f : [0, 1]→ F měřitelná taková, že ∀p ∈ I : [f ] ∈ Lp([0, 1])}
je opatřený systémem norem ‖·‖p, p ∈ I.

(1) Popǐste bázi okoĺı nuly v této topologii.
(2) Je X Hausdorff̊uv? Je X metrizovatelný? Je to Fréchet̊uv prostor?
(3) Je X normovatelný?
(4) Popǐste všechny spojité lineárńı funkcionály na X.
(5) Splývaj́ı některé z uvedených čtyř prostor̊u?


