
IV. Banahovy algebry a Gelfandova transformae

Úmluva: V této kapitole budeme v¹ehny Banahovy prostory uva¾ovat nad tìlesem kom-

plexníh èísel (pokud nebude expliitnì øeèen opak).

Poznámka: Zkoumá se i reálná verze teorie v této kapitole, je v¹ak dosti odli¹ná.

IV.1 Banahovy algebry { základní pojmy a vlastnosti

De�nie.

• Algebrou rozumíme (komplexní) vektorový prostor A, na nìm¾ je naví de�novaná oper-

ae násobení · s vlastnostmi:

◦ x · (y · z) = (x · y) · z pro x, y, z ∈ A;
◦ x · (y + z) = x · y + x · z pro x, y, z ∈ A;
◦ (x+ y) · z = x · z + y · z pro x, y, z ∈ A;
◦ α · (x · y) = (α · x) · y = x · (α · y) pro α ∈ C a x, y ∈ A.

• Algebra A se nazývá komutativní, je-li násobení na ní komutativní, tj. pokud

◦ x · y = y · x pro x, y ∈ A.
• Neh» A je algebra. Prvek e ∈ A se nazývá

◦ levá jednotka, pokud e · x = x pro x ∈ A;
◦ pravá jednotka, pokud x · e = x pro x ∈ A;
◦ jednotka, pokud e · x = x · e = x pro x ∈ A.

• Neh» A je algebra, na které je naví de�novaná norma ‖·‖, která splòuje

◦ ‖x · y‖ ≤ ‖x‖ · ‖y‖ pro x, y ∈ A.
Pak A se nazývá normovaná algebra.

• Banahovou algebrou rozumíme normovanou algebru A, která je úplná v metrie gene-

rované normou.

Poznámky:

(1) Algebra mù¾e mít víe levýh jednotek nebo víe pravýh jednotek.

(2) Má-li algebra levou jednotku i pravou jednotku, pak se rovnají. Speiálnì, algebra má

nejvý¹e jednu jednotku.

(3) Pokud A je netriviální normovaná algebra s jednotkou e (netriviální znamená A 6= {o}),
pak ‖e‖ ≥ 1.

Pøíklady 1 (pøíklady Banahovýh algeber).

(1) Tìleso komplexníh èísel je Banahova algebra s jednotkou.

(2) Neh» K je kompaktní Hausdor�ùv prostor, pak C(K), prostor v¹eh komplexníh spo-

jitýh funkí na K se supremovou normou a bodovým násobením (tj. (f · g)(x) =

f(x) · g(x) pro f, g ∈ C(K) a x ∈ K) je komutativní Banahova algebra, její¾ jednotkou

je funke konstantnì rovna jedné.

(3) Neh» T je lokálnì kompaktní Hausdor�ùv prostor, který není kompaktní (napøíklad

T = Rn
). Neh» prostor

C
0

(T ) = {f : T → C spojitá; ∀ε > 0 : {x ∈ T ; |f(x)| ≥ ε} je kompaktní podmno¾ina T}

je opatøen supremovou normou a bodovým násobením. Pak C
0

(T ) je komutativní Ba-

nahova algebra bez jednotky.

(4) Pro n ∈ N neh» Mn je prostor v¹eh komplexníh ètverovýh mati øádu n opatøený

matiovou normou a matiovým násobením. Pak Mn je Banahova algebra s jednotkou.

Jednotkou je jednotková matie. Pokud n ≥ 2, není Mn komutativní.



(5) Neh» X je Banahùv prostor a L(X) je prostor v¹eh omezenýh operátorù na X
opatøený operátorovou normou. De�nujeme-li na L(X) násobení jako skládání operá-

torù (tj. S · T = S ◦ T pro S, T ∈ L(X)), pak L(X) je Banahova algebra s jednotkou.

Jednotkou je identiké zobrazení. Pokud dimX ≥ 2, pak algebra L(X) není komutativní.

(6) Neh» X je Banahùv prostor a K(X) je prostor v¹eh kompaktníh operátorù na X .

Pak K(X) je uzavøená podalgebra L(X), je to tedy Banahova algebra. Algebra K(X)

má jednotku, právì kdy¾ X má koneènou dimenzi. K(X) je komutativní, právì kdy¾

dimX = 1.

(7) Banahùv prostor L1

(Rn
), na nìm¾ de�nujeme násobení jako konvolui, je komutativní

Banahova algebra bez jednotky.

(8) Banahùv prostor ℓ1(Z), na nìm¾ de�nujeme násobení ∗ (kterému øíkáme té¾ konvolue)

vzorem

(xn)n∈Z ∗ (yn)n∈Z =

(

∑

k∈Z

xkyn−k

)

n∈Z

, (xn)n∈Z, (yn)n∈Z ∈ ℓ1(Z),

je komutativní Banahova algebra s jednotkou. Jednotkou je kanoniký vektor e
0

.

(9) Neh» µ je normalizovaná Lebesgueova míra na intervalu [0, 2π) (tj. µ =

1

2π
λ, kde

λ je Lebesgueova míra na [0, 2π)). Pak Banahùv prostor L1

(µ), na nìm¾ de�nujeme

násobení ∗ (kterému øíkáme té¾ konvolue) vzorem

f ∗ g(x) =

∫

[0,2π)

f(y)g((x− y) mod 2π) dµ(y)

=

1

2π

∫

[0,2π)

f(y)g((x− y) mod 2π) dy, f, g ∈ L1

(µ), x ∈ [0, 2π),

je komutativní Banahova algebra bez jednotky.

Tvrzení 2 (pøidání jednotky).

(a) Neh» A je algebra. Neh» A+

znaèí vektorový prostor A × C, na kterém de�nujeme

násobení vzorem

(x, λ) · (y, µ) = (x · y + λy + µx, λµ), (x, λ), (y, µ) ∈ A+.

Pak A+

je algebra a prvek (o, 1) je její jednotkou. Naví {(a, 0); a ∈ A} je podalgebra

A+

, která je izomorfní algebøe A.

(b) Je-li A Banahova algebra, pak A+

je Banahova algebra s jednotkou, pokud normu

de�nujeme vzorem ‖(x, λ)‖ = ‖x‖ + |λ|, (x, λ) ∈ A+

. Naví {(a, 0); a ∈ A} je pak

uzavøená podalgebra A+

, která je izometriky izomorfní Banahovì algebøe A.

Poznámky:

(1) Algebraiká struktura algebry A+

je jednoznaènì urèena, norma na A+

nikoli. Uvedená

norma je jednou z mo¾ností, pozdìji uvidíme jiné mo¾nosti, které jsou ve speiálníh

pøípadeh pøirozené.

(2) Pøidání jednotky se provádí zejména v pøípadì, ¾e A jednotku nemá. Lze v¹ak provést

i v pøípadì, ¾e A jednotku má. Pokud A má jednotku e, pak A+

má jednotku (o, 1) a
prvek (e, 0) jednotkou není. Tento prvek je v¹ak jednotkou podalgebry {(a, 0), a ∈ A}.



Tvrzení 3 (pøenormování Banahovy algebry). Neh» (A, ‖·‖) je netriviální Banahova al-

gebra s jednotkou e. Pak na A existuje ekvivalentní norma ||| · ||| taková, ¾e (A, ||| · |||) je opìt

Banahova algebra a naví |||e||| = 1.

Úmluva: Banahovou algebrou s jednotkou nadále budeme rozumìt netriviální Banahovu alge-

bru, která má jednotku a norma jednotky je rovna jedné.

Tvrzení 4 (základní vlastnosti Banahovýh algeber). Neh» A je Banahova algebra. Pak

platí:

(a) x · o = o · x = o pro x ∈ A.

(b) Násobení je spojité jako zobrazení A×A do A.

De�nie. Neh» A je Banahova algebra s jednotkou e.

• Prvek y ∈ A se nazývá inverzním prvkem (nebo jen inverzí) prvku x ∈ A, pokud

x · y = y · x = e.

• Prvek x ∈ A se nazývá invertibilní, jestli¾e k nìmu existuje inverzní prvek.

• Mno¾inu v¹eh invertibilníh prvkù A znaèíme G(A).

Poznámka. Neh» A je Banahova algebra s jednotkou e a x ∈ A. Pokud y ∈ A splòuje x·y = e,
nazýváme jej pravou inverzí prvku x; splòuje-li y ·x = e, nazýváme jej levou inverzí. Prvek x mù¾e

mít víe rùznýh pravýh inverzí, stejnì tak mù¾e mít víe rùznýh levýh inverzí. Pokud v¹ak

má pravou inverzi i levou inverzi, pak je invertibilní. Jeho inverzní prvek je jednoznaènì urèen a

je zároveò jedinou pravou inverzí a jedinou levou inverzí. Inverzní prvek k prvku x pak znaèíme

x−1

.

Tvrzení 5 (o násobení invertibilníh prvkù). Neh» A je Banahova algebra s jednotkou e.

(a) Neh» x, y ∈ G(A). Pak x · y ∈ G(A) a (x · y)−1

= y−1 · x−1

.

(b) G(A) s operaí násobení je grupa.

() Pokud x
1

, . . . , xn ∈ A komutují (tj. xj ·xk = xk ·xj pro j, k ∈ {1, . . . , n}), pak x
1

· · ·xn ∈
G(A), právì kdy¾ {x

1

, . . . , xn} ⊂ G(A).

Lemma 6 (Neumannova øada). Neh» A je Banahova algebra s jednotkou e.

(a) Neh» x ∈ A a ‖x‖ < 1. Pak e− x ∈ G(A) a naví

(e− x)−1

=

∞
∑

n=0

xn,

pøièem¾ uvedená øada konverguje absolutnì.

(b) Je-li x ∈ G(A), h ∈ A a ‖h‖ < 1

‖x−1‖ , pak x+ h ∈ G(A) a naví platí

(x+ h)−1

= x−1 ·

∞
∑

n=0

(−1)

n
(h · x−1

)

n
a ‖(x+ h)−1 − x−1‖ ≤

‖x−1‖2‖h‖

1− ‖x−1‖‖h‖
.

Vìta 7 (topologiké vlastnosti grupy invertibilníh prvkù). Neh» A je Banahova algebra s

jednotkou. Pak

(1) G(A) je otevøená podmno¾ina A,

(2) zobrazení x 7→ x−1

je homeomor�smus G(A) na G(A),
(3) je-li (xn) posloupnost prvkù G(A), která v A konverguje k x /∈ G(A), pak ‖x−1

n ‖ → ∞.


