
IV.3 Holomorfní kalkulus

Tvrzení 16 (køivkový integrál s hodnotami v Banahovì prostoru). Neh»

ϕ : [a, b℄ → C je spojitá po èásteh C1 køivka (tj., ϕ je spojité zobrazení a existuje

dìlení intervalu [a, b℄ takové, ¾e na ka¾dém z dìlííh intervalù je derivae ϕ′

spojitá a má v krajníh bodeh vlastní jednostranné limity). Neh» dále X je

Banahùv prostor a f : 〈ϕ〉 → X je spojité zobrazení (kde 〈ϕ〉 = ϕ([a, b℄) je

obraz køivky ϕ). Pak integrál

∫

ϕ

f =

∫ b

a

f(ϕ(t))ϕ′
(t) dt

existuje jako Bohnerùv.

Poznámky:

(1) Stejnì jako v komplexní analýze budeme uva¾ovat i integrál pøes ykly

(tj. formální souèty uzavøenýh po èásteh C1 køivek).

(2) Pro výpoèet køivkového integrálu a prái s ním budeme pou¾ívat slabou

verzi integrálu, tj. ekvivaleni

x =

∫

ϕ

f ⇔ ∀x∗ ∈ X∗
: x∗

(x) =

∫

ϕ

x∗ ◦ f.

(3) Pro de�nii uvedeného køivkového integrálu a prái s ním není nezbytná

teorie Bohnerova integrálu. Integrál existuje i v Riemannovì smyslu.

Pøièem¾ Riemannùv integrál funke g : [a, b℄ → X je roven prvku x ∈ X,

právì kdy¾

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀a = t0 < t1 < · · · < tk = b děleńı intervalu [a, b] :

max
1≤j≤k

(tj−tj−1) < δ ⇒ ∀u1 ∈ [t0, t1], . . . , uk ∈ [tk−1, tk] :

∥

∥

∥

∥

∥

x−

k
∑

j=1

f(uj)(tj − tj−1)

∥

∥

∥

∥

∥

< ε.

Lze ukázat, ¾e v na¹em pøípadì Riemannùv integrál existuje a naví

platí ekvivalene z pøedhozího bodu. Tento pøístup se té¾ vyskytuje v

literatuøe.

De�nie. Neh» A je Banahova algebra s jednotkou e, x ∈ A a f buï funke

holomorfní na otevøené mno¾inì 
 ⊂ C, která obsahuje σ(x). Neh» � je

"

yklus

obíhajíí σ(x) v 
 jedenkrát v kladném smyslu\(tj. � je yklus v 
, ind

�

z

nabývá jen hodnot 0 nebo 1, pøièem¾ pro z ∈ σ(x) je ind

�

z = 1 a pro z ∈ C \


je ind

�

z = 0). Pak de�nujeme prvek

~f(x) ∈ A vzorem

~f(x) =
1

2πi

∫

�

f(λ)(λe− x)−1 dλ.



Poznámky:

(1) Z komplexní analýzy víme, ¾e yklus s uvedenými vlastnostmi v¾dy ex-

istuje.

(2) Prvek

~f(x) je dobøe de�novaný díky Tvrzení 16.

(3) Z Cauhyovy vìty plyne, ¾e hodnota

~f(x) nezávisí na konkrétní volbì

yklu �.

(4) Zobrazení f 7→ ~f(x) se nazývá holomorfním funkèním kalkulem, nebo té¾

Dunfordovým funkèním kalkulem.

(5) Místo

~f(x) se èasto pí¹e jen f(x).

Vìta 17 (vlastnosti holomorfního kalkulu). Neh» A je Banahova algebra s

jednotkou e, x ∈ A a 
 ⊂ C je otevøená mno¾ina obsahujíí σ(x).

(a) Zobrazení f 7→ ~f(x) je algebraiký homomor�smus (komutativní) alge-

bry s jednotkou H(
) do algebry A.

(b)

~id(x) = x a

~

1(x) = e, kde id(λ) = λ a 1(λ) = 1 pro λ ∈ 
.

() Je-li p polynom, pak ~p(x) = p(x), kde p(x) má význam jako v Lemmatu

11.

(d) Je-li λ ∈ 
, pak

~f(λe) = f(λ)e.

(e) Pokud fn → f lokálnì stejnomìrnì na 
 (kde fn ∈ H(
) pro ka¾dé

n ∈ N), pak ~fn(x) → ~f(x) v A.

(f)

~f(x) ∈ G(A), právì kdy¾ f(λ) 6= 0 pro v¹ehna λ ∈ σ(x).

(g) σ( ~f (x)) = f(σ(x)).

(h) (g̃ ◦ f)(x) = ~g( ~f(x)) pro f ∈ H(
), g ∈ H(


′
), 


′ ⊃ f(σ(x)).

(i) Pokud y ∈ A komutuje s x (tj. yx = xy), pak y komutuje té¾ s

~f(x) pro

ka¾dou f ∈ H(
).

Poznámka. Neh» A je Banahova algebra s jednotkou a x ∈ A.

(1) Pokud f a g jsou dvì holomorfní funke na okolí σ(x), které se na nì-

jakém okolí σ(x) rovnají, pak ~f(x) = ~g(x).

(2) Mù¾e se stát, ¾e f a g se rovnají na σ(x) a pøitom

~f(x) 6= ~g(x).

(3) Pøiøazení f 7→ ~f(x) nemusí být prosté. Tj. rovnost

~f(x) = ~g(x) neimp-

likuje, ¾e se f a g shodují na nìjakém okolí σ(x).

(4) Pokud

~f(x) = ~g(x), pak f |σ(x) = g|σ(x).


