
IV.6 Spojitý funkèní kalkulus pro C∗
-algebry

Tvrzení 36. Neh» A je C∗
-algebra a B ⊂ A její C∗

-podalgebra.

(a) Pro ka¾dé x ∈ B platí σB(x) ∪ {0} = σA(x) ∪ {0}.
(b) Pokud A má jednotku e a naví e ∈ B, pak pro ka¾dé x ∈ B platí

σB(x) = σA(x). Speiálnì, G(B) = B ∩G(A).

Theorem 37 (Fuglede). Neh» A je C∗
-algebra a x ∈ A je normální prvek.

Pokud y ∈ A komutuje s x, pak komutuje také s x∗
.

Vìta 38 (spojitý funkèní kalkulus pro C∗
-algebry s jednotkou). Neh» A je

C∗
-algebra s jednotkou e a x ∈ A je normální prvek. Neh» B je uzavøená

podalgebra algebry A generovaná mno¾inou {e, x, x∗}. Pak platí:

• B je komutativní C∗
algebra s jednotkou e.

• Zobrazení h : ϕ 7→ ϕ(x) je homeomor�smus �(B) na σ(x).

Neh» � : B → C(�(B)) je Gelfandova transformae algebry B. Pro f ∈ C(σ(x))
oznaème

~f(x) = �

−1

(f ◦ h).

Pak zobrazení � : f 7→ ~f(x), které se nazývá spojitý funkèní kalkulus pro prvek x,
má následujíí vlastnosti:

(a) � je izometriký ∗-izomor�smus C∗
-algebry C(σ(x)) na B.

(b)

~id(x) = x, ~1(x) = e.
() Je-li p polynom, pak ~p(x) = p(x).

(d) σ( ~f (x)) = f(σ(x)) pro f ∈ C(σ(x)).

(e) Jestli¾e y ∈ A komutuje s x, pak y komutuje s

~f(x) pro ka¾dé f ∈
C(σ(x)).

Naví, � je jediné zobrazení splòujíí první dvì podmínky.

Poznámka: Dle Tvrzení 36 je v pøedhozí vìtì σA(x) = σB(x), proto pí¹eme

jen σ(x).



Vìta 39 (spojitý funkèní kalkulus pro obené C∗
-algebry). Neh» A je C∗

-

algebra (s jednotkou èi bez) a x ∈ A je normální prvek. Neh» B je uzavøená

podalgebra algebry A generovaná mno¾inou {x, x∗}. Pak platí:

• B je komutativní C∗
algebra.

• Zobrazení h : ϕ 7→ ϕ(x) je homeomor�smus �(B) ∪ {0} na σ(x) ∪ {0}.

Neh» � : B → C
0

(�(B)) je Gelfandova transformae algebry B. Pro f ∈
C
0

(σ(x) \ {0}) oznaème

~f(x) = �

−1

(f ◦ h).

Pak zobrazení � : f 7→ ~f(x), které se nazývá spojitý funkèní kalkulus pro prvek x,
má následujíí vlastnosti:

(a) � je izometriký ∗-izomor�smus C∗
-algebry C

0

(σ(x) \ {0}) na B.

(b)

~id(x) = x.
() Je-li p polynom splòujíí p(0) = 0, pak ~p(x) = p(x).

(d) σ( ~f (x)) ∪ {0} = f(σ(x) \ {0}) ∪ {0} pro f ∈ C
0

(σ(x) \ {0}).

(e) Jestli¾e y ∈ A komutuje s x, pak y komutuje s

~f(x) pro ka¾dé f ∈
C
0

(σ(x) \ {0}).

Naví, � je jediné zobrazení splòujíí první dvì podmínky.

Poznámky:

(1) Dle Tvrzení 36 je v pøedhozí vìtì σA(x) ∪ {0} = σB(x) ∪ {0}, a tedy i

σA(x) \ {0} = σB(x) \ {0}. Proto v¹ude pí¹eme jen σ(x).
(2) Algebra B ve Vìtì 39 má jednotku, právì kdy¾ σ(x) \ {0} je kompaktní.

Tato jednotka mù¾e být rùzná od jednotky algebry A, pokud ta ji má.

Jsou tyto mo¾nosti:

(a) 0 /∈ σB(x) = σA(x). Pak A má jednotku a tato jednotka patøí do

B, x je invertibilní (v A i v B).

(b) 0 ∈ σA(x) \ σB(x). Pak B má jednotku, která není jednotkou v A
(buï A nemá jednotku, nebo má jednotku, která nepatøí do B), a

x je invertibilní v B (nikoli v A).

(3) Pokud σ(x)\{0} je kompaktní, pak C
0

(σ(x)\{0}) je toté¾ o C(σ(x)\{0}).
(4) Pokud 0 ∈ σ(x) (o¾ nastává v¾dy, kdy¾ σ(x) \ {0} není kompaktní, ale

nejen tehdy), pak lze ztoto¾nit C
0

(σ(x)\{0}) = {f ∈ C(σ(x)); f(0) = 0}.


