
I.4 Metrizovatelnost topologikýh vektorovýh prostorù

Vìta 12 (harakterizae metrizovatelnýh TVS). Neh» (X, T ) je HTVS. Následujíí podmínky jsou ekvivalentní.

(i) X je metrizovatelný (tj., topologie T je generovaná nìjakou metrikou na X).

(ii) Existuje translaènì invariantní metrika na X , která generuje topologii T .

(iii) Existuje spoèetná báze okolí o v (X, T ).

Tvrzení 13. Neh» (X, T ) je HTVS, který má spoèetnou bázi okolí o. Pak existuje funke p : X → [0,∞) s

vlastnostmi:

(a) p(o) = 0;

(b) ∀x ∈ X \ {o} : p(x) > 0;

() ∀x ∈ X∀λ ∈ F, |λ| ≤ 1 : p(λx) ≤ p(x);

(d) ∀x, y ∈ X : p(x+ y) ≤ p(x) + p(y);

(e) ∀x ∈ X : lim

t→0+

p(tx) = 0;

(f)

{

{x ∈ X ; p(x) < r}; r > 0

}

tvoøí bázi okolí o v X .

Pak vzore ρ(x, y) = p(x− y), x, y ∈ X , de�nuje translaènì invariantní metriku na X , která generuje topologii T .

Poznámka. Je-li X vektorový prostor, pak funke p : X → [0,∞) s vlastnostmi (a){(e) z pøedhozího tvrzení se

nazývá F-norma na X . Pokud p splòuje vlastnosti (a),(){(e), nazývá se F-pseudonorma.

Dùsledek 14. HTVS, který má omezené okolí nuly, je metrizovatelný.

I.5 Minkowského funkionály, pseudonormy

a generování lokálnì konvexníh topologií

De�nie. Neh» X je vektorový prostor a A ⊂ X je pohlujíí mno¾ina. Minkowského funkionálem mno¾iny A

rozumíme funki de�novanou vzorem

pA(x) = inf{λ > 0;x ∈ λA}, x ∈ X.

Tvrzení 15 (základní vlastnosti Minkowského funkionálu). Neh» X je vektorový prostor a A ⊂ X je pohlujíí

mno¾ina.

• Pro x ∈ X a t > 0 platí pA(tx) = tpA(x).

• Je-li A konvexní, je pA sublineární funkionál.

• Je-li A absolutnì konvexní, je pA pseudonorma.

Lemma 16. Neh» X je TVS a A ⊂ X je konvexní mno¾ina. Pokud x ∈ A a y ∈ IntA, pak {tx+ (1− t)y; t ∈
[0, 1)} ⊂ IntA.

Tvrzení 17 (o Minkowského funkionálu konvexního okolí nuly). Neh» X je TVS a A ⊂ X je konvexní okolí

o. Pak platí:

• pA je spojitá na X .

• IntA = {x ∈ X ; pA(x) < 1}.
• A = {x ∈ X ; pA(x) ≤ 1}.
• pA = p

A
= p

IntA.

Dùsledek 18. Ka¾dý LCS je úplnì regulární. Ka¾dý HLCS je Tihonovùv.

Poznámka: Lze ukázat, ¾e dokone ka¾dý TVS je úplnì regulární, a tedy ka¾dý HTVS je Tihonovùv. Dùkaz

tohoto obenìj¹ího pøípadu je obtí¾nìj¹í, lze vyu¾ít obenìj¹í verzi Tvrzení 13 z oddílu V.4. Dùkaz, ¾e ka¾dý TVS

je regulární, je snadný, plyne z Vìtièky 3(ii).

Vìta 19 (o topologii generované systémem pseudonorem). Neh» X je vektorový prostor a P neprázdný systém

pseudonorem na X . Pak existuje právì jedna topologie T na X , pro kterou (X, T ) je TVS a systém

{

{x ∈ X ; p
1

(x) < c
1

, . . . , pk(x) < ck}; p1, . . . , pk ∈ P , c
1

, . . . , ck > 0

}

je báze okolí o v (X, T ). Topologie T je naví lokálnì konvexní. Topologie T je Hausdor�ova, právì kdy¾ pro

ka¾dé x ∈ X \ {o} existuje p ∈ P , pro které p(x) > 0.



De�nie. Topologie T z Vìty 19 se nazývá topologie generovaná systémem pseudonorem P .

Vìta 20 (o generování lokálnì konvexníh topologií). Neh» (X, T ) je LCS. Neh» PT je systém v¹eh spojitýh

pseudonorem na prostoru (X, T ). Pak topologie generovaná systémem PT je rovna T .

Tvrzení 21. Neh» X je vektorový prostor.

(1) Je-li p pseudonorma na X , pak mno¾ina A = {x ∈ X ; p(x) < 1} je absolutnì konvexní, pohlujíí a platí

p = pA.

(2) Neh» p, q jsou dvì pseudonormy na X . Pak p ≤ q, právì kdy¾

{x ∈ X ; p(x) < 1} ⊃ {x ∈ X ; q(x) < 1}.
(3) Neh» P je neprázdný systém pseudonorem na X a T je topologie generovaná systémem P . Neh» p

je pseudonorma na X . Pak p je T -spojitá, právì kdy¾ existují p
1

, . . . , pk ∈ P a c > 0, pro která platí

p ≤ c ·max{p
1

, . . . , pk}.

Vìta 22 (o metrizovalnosti LCS). Neh» (X, T ) je HLCS. Následujíí podmínky jsou ekvivalentní.

(i) X je metrizovatelný (tj., topologie T je generovaná nìjakou metrikou na X).

(ii) Existuje translaènì invariantní metrika na X , která generuje topologii T .

(iii) Existuje spoèetná báze okolí o v (X, T ).

(iv) Topologie T je generovaná spoèetným systémem pseudonorem.

Tvrzení 23. (1) Neh» (X, T ) je metrizovatelný LCS. Pak je topologie T generovaná posloupností pseudonorem

(pn) splòujíí

p
1

≤ p
2

≤ p
3

≤ . . .

(2) Neh» X je vektorový prostor a (pn) je posloupnost pseudonorem na X , která splòuje podmínky:

• p
1

≤ p
2

≤ p
3

≤;

• ∀x ∈ X \ {o} ∃n: pn(x) > 0.

Pak

ρ(x, y) =

∞
∑

n=1

1

2

n
min{1, pn(x− y)}, x, y ∈ X

je translaènì invariantní metrika na X , která generuje lokálnì konvexní topologii na X generovanou posloupností

pseudonorem (pn). Naví pro ka¾dou posloupnost (xk) v X platí

(a) ρ(xk, x) → 0 ⇔ ∀n ∈ N: pn(xk − x)
k

−→ 0;

(b) Posloupnost (xk) je auhyovská v metrie ρ, právì kdy¾ je auhyovská v ka¾dé z pseudonorem pn.

Vìta 24 (harakterizae normovatelnýh TVS). Neh» (X, T ) je HTVS. Pak X je normovatelný (tj. T je

generovaná normou), právì kdy¾ v X existuje omezené konvexní okolí o.

Tvrzení 25. Neh» X je LCS.

(a) Mno¾ina A ⊂ X je omezená, právì kdy¾ ka¾dá spojitá pseudonorma p na X je omezená na A. (Podmínku

staèí testovat pro nìjaký systém pseudonorem generujíí topologii X .)

(b) Neh» Y je LCS a L : X → Y je lineární zobrazení. Pak L je spojité, právì kdy¾

∀q spojitou pseudonormu na Y ∃p spojitá pseudonorma na X ∀x ∈ X : q(L(x)) ≤ p(x).

Pokud P je systém pseudonorem generujíí topologii prostoru X a Q je systém pseudonorem generujíí

topologii prostoru Y , pak je spojitost L ekvivalentní podmíne

∀q ∈ Q∃p
1

, . . . , pk ∈ P ∃c > 0 ∀x ∈ X : q(L(x)) ≤ c ·max{p
1

(x), . . . , pk(x)}.

() Net (xτ ) konverguje k bodu x ∈ X , právì kdy¾ pro ka¾dou spojitou pseudonormu p naX platí p(xτ−x) → 0.

(Podmínku staèí testovat pro nìjaký systém pseudonorem generujíí topologii X .)


