
I.7 Oddìlování v lokálnì konvexníh prostoreh

De�nie. Neh» X je TVS nad F. Symbolem X∗
budeme znaèit vektorový prostor v¹eh

spojitýh lineárníh funkionálù f : X → F. Prostor X∗
nazýváme duálním prostorem (èi duálem)

prostoru X .

Poznámky:

(1) Pro oznaèení duálního prostoru se nìkdy pou¾ívá symbol X ′
{ tak tomu bylo i v loòské

pøedná¹e Úvod do funkionální analýzy. V literatuøe znaèení kolísá. My budeme pou¾í-

vat pro

"

spojitý duál\, tj. pro prostor v¹eh spojitýh lineárníh funkionálù, symbolX∗
.

Pro

"

algebraiký duál\, tj. pro prostor v¹eh lineárníh funkionálù, budeme pou¾ívat

symbol X#.

(2) X∗
de�nujeme pouze jako vektorový prostor, prozatím na nìm nede�nujeme ¾ádnou

topologii. Pozdìji (v pøí¹tí kapitole a ve Funkionální analýze 2) si uká¾eme nìkteré

pøirozené topologie na X∗
.

Vìta 33 (Hahn-Banahova roz¹iøovaí vìta). Neh» X je LCS nad F, Y ⊂⊂ X a f ∈ Y ∗
.

Pak existuje g ∈ X∗
splòujíí g|Y = f .

Poznámka: Pøedpoklad, ¾e X je lokálnì konvexní, je podstatný, v TVS vìta neplatí.

Dùsledek 34 (oddìlování od podprostoru). Neh» X je LCS, Y uzavøený podprostor X a

x ∈ X \ Y . Pak existuje f ∈ X∗
splòujíí f |Y = 0 a f(x) = 1.

Dùsledek 35 (dùkaz hustoty pomoí Hahn-Banahovy vìty). Neh» X je LCS a Z ⊂⊂ Y ⊂
⊂ X . Pak Z je hustý v Y , právì kdy¾

∀f ∈ X∗
: f |Z = 0 ⇒ f |Y = 0.

Vìta 36 (oddìlovaí Hahn-Banahova vìta). Neh» X je LCS, A,B ⊂ X neprázdné disjunk-

tní konvexní mno¾iny.

(a) Pokud A má neprázdný vnitøek, pak existuje f ∈ X∗ \ {0} a c ∈ R, ¾e platí

∀a ∈ A ∀b ∈ B : Re f(a) ≤ c ≤ Re f(b).

(b) Pokud A je kompaktní a B uzavøená, pak existuje f ∈ X∗
a c, d ∈ R, ¾e platí

∀a ∈ A ∀b ∈ B : Re f(a) ≤ c < d ≤ Re f(b).

Dùsledek 37. Neh» X je LCS, A ⊂ X neprázdná mno¾ina a x ∈ X . Pak platí:

(a) x ∈ X \ oA, právì kdy¾ existuje f ∈ X∗
splòujíí

Re f(x) > sup{Re f(a); a ∈ A}.

(b) x ∈ X \ aoA, právì kdy¾ existuje f ∈ X∗
splòujíí

|f(x)| > sup{|f(a)| ; a ∈ A}.


