
II.2 Slabé topologie na lokálnì konvexníh prostoreh

Vìta 6 (Mazurova vìta). Neh» X je LCS a A ⊂ X je konvexní mno¾ina. Pak platí:

(a) A
w
= A.

(b) A je uzavøená, právì kdy¾ je slabì uzavøená.

Dùsledek 7. Neh» X je metrizovatelný LCS a (xn) posloupnost v X , která slabì konverguje

k bodu x ∈ X . Pak existuje posloupnost (yn) v X , která splòuje

• yn ∈ o{xk; k ≥ n} pro ka¾dé n ∈ N;

• yn → x v (pùvodní topologii prostoru) X .

Vìta 8 (omezenost a slabá omezenost). Neh» X je LCS a A ⊂ X . Pak A je omezená v X ,

právì kdy¾ je omezená v σ(X,X∗
).

Tvrzení 9 (slabá topologie na podprostoru). Neh» X je LCS a Y ⊂⊂ X . Pak na Y splývá

slabá topologie σ(Y, Y ∗
) s restrikí slabé topologie σ(X,X∗

) na Y .

II.3 Poláry a jejih aplikae

De�nie. Neh» X je LCS. Neh» A ⊂ X a B ⊂ X∗
jsou neprázdné mno¾iny. Pak de�nujeme

A⊲
= {f ∈ X∗

; ∀x ∈ A : Re f(x) ≤ 1}, B⊲ = {x ∈ X ; ∀f ∈ B : Re f(x) ≤ 1},

A◦
= {f ∈ X∗

; ∀x ∈ A : |f(x)| ≤ 1}, B◦ = {x ∈ X ; ∀f ∈ B : |f(x)| ≤ 1},

A⊥
= {f ∈ X∗

; ∀x ∈ A : f(x) = 0}, B⊥ = {x ∈ X ; ∀f ∈ B : f(x) = 0}.

Mno¾iny A⊲
a B⊲ nazýváme poláry mno¾in A a B, mno¾iny A◦

a B◦ pak absolutní poláry a mno¾iny

A⊥
a B⊥ anihilátory.

Poznámky:

(1) Terminologie a znaèení v literatuøe kolísá. Nìkdy je slovem polára mínìna absolutní

polára, nìkdy se pro na¹i poláru pou¾ívá znaèení A◦
, B◦.

V pøedná¹e Úvod do funkionální analýzy se pro anihilátor pou¾ívalo znaèení A◦
a

◦A. My se pøidr¾íme vý¹e uvedeného znaèení.

(2) Pokud X je Hilbertùv prostor, pak pro A ⊂ X mù¾e A⊥
oznaèovat buï anihilátor nebo

ortogonální doplnìk. To je tøeba rozli¹it podle kontextu. Niménì tyto dvì situae spolu

souvisí. Pøipomeòme, ¾e v tom pøípadì pro x ∈ X je

fx(y) = 〈y, x〉 , y ∈ X

spojitý lineární funkionál na X a naví x 7→ fx je (sdru¾enì lineární) izometrie X na

X∗
. Pøi tomto znaèení máme

anihilátor A = {fx;x ∈ ortogonální doplnìk A}.

(3) Pokud X je Hausdor�ùv a prostor X∗
opatøíme slabou* topologií σ(X∗, X), pak

(X∗, w∗
)

∗
= X , a tedy pro B ⊂ X∗

(zpìtná) polára B⊲ dle pøedhozí de�nie splývá

s polárou B⊲
vùèi prostoru (X∗, w∗

) a jeho duálu X . Podobnì je tomu pro absolutní

poláry a pro anihilátory.

Pøíklad 10. Neh» X je normovaný lineární prostor. Pak platí

(a) (BX)

⊲
= (BX)

◦
= BX∗

,

(b) (BX∗
)⊲ = (BX∗

)◦ = BX .



Tvrzení 11 (polárový kalkulus). Neh» X je LCS a A ⊂ X neprázdná mno¾ina.

(a) Mno¾ina A⊲
je konvexní a obsahuje nulový funkionál, A◦

absolutnì konvexní a A⊥
je

podprostor X∗
. V¹ehny tøi mno¾iny jsou naví slabì* uzavøené.

(b) A⊥ ⊂ A◦ ⊂ A⊲
.

() Je-li A vyvá¾ená, je A⊲
= A◦

. Je-li A ⊂⊂ X , je A⊲
= A◦

= A⊥
.

(d) {o}⊲ = {o}◦ = {o}⊥ = X∗
, X⊲

= X◦
= X⊥

= {o}.
(e) Pro c > 0 platí (cA)⊲ = 1

c
A⊲

, (cA)◦ = 1

c
A◦

.

(f) Neh» (Ai)i∈I je neprázdný systém neprázdnýh podmno¾in X . Pak

(
⋃

i∈I Ai

)◦
=

⋂

i∈I A
◦
i . Analogiký vzore platí i pro poláry a anihilátory.

Poznámka: Analogiká tvrzení platí i pro B ⊂ X∗
a mno¾iny B⊲, B◦, B⊥. Jsou jen dva

rozdíly: Mno¾iny B⊲, B◦ a B⊥ jsou slabì uzavøené a pro platnost analogie druhého tvrzení v

bodì (d) je tøeba pøedpokládat, ¾e X je Hausdor�ùv.

Vìta 12 (o bipoláøe). Neh» X je LCS a A ⊂ X a B ⊂ X∗
jsou neprázdné mno¾iny. Pak

platí

(A⊲
)⊲ = o(A ∪ {o}) (= o

σ(X,X∗

)

(A ∪ {o})), (B⊲)
⊲
= o

σ(X∗,X)

(B ∪ {o}),

(A◦
)◦ = aoA (= ao

σ(X,X∗

)A), (B◦)
◦
= ao

σ(X∗,X)B,

(A⊥
)⊥ = spanA (= span

σ(X,X∗

)A), (B⊥)
⊥
= span

σ(X∗,X)B.

Dùsledek 13. Neh» X a Y jsou normované lineární prostory a T ∈ L(X, Y ). Pak (kerT )⊥ =

T ′
(Y ∗

)

w∗

.

Vìta 14 (Goldstine). Neh» X je normovaný lineární prostor a κ : X → X∗∗
kanoniké

vnoøení. Pak platí

BX∗∗
= κ(BX)

σ(X∗∗,X∗

)

.

Vìta 15 (Banah-Alaoglu). Neh» X je LCS a U ⊂ X je okolí o. Pak platí:

(a) U◦
je slabì* kompaktní podmno¾ina X∗

(tj., je kompaktní v topologii σ(X∗, X)).

(b) Je-li naví X separabilní, je U◦
je v topologii σ(X∗, X) metrizovatelná.

Dùsledek 16 (Banah-Alaoglu pro normované prostory). Neh» X je normovaný lineární

prostor. Pak (BX∗ , w∗
) je kompaktní. Je-li X separabilní, je (BX∗ , w∗

) naví metrizovatelná.

Dùsledek 17 (reexivní prostory a slabá kompaktnost). Neh» X je Banahùv prostor. Pak

X je reexivní, právì kdy¾ BX je slabì kompaktní. Je-li X reexivní a separabilní, je (BX , w)

naví metrizovatelná.

Dùsledek 18. Neh» X je reexivní Banahùv prostor. Pak ka¾dá omezená posloupnost v X

má slabì konvergentní podposloupnost.


