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PŘÍKLADY PRO POROZUMĚNÍ LÁTCE – ZS 2021/2022

PŘÍKLADY KE KAPITOLE III

K odd́ılu III.1 – měřitelnost vektorových funkćı

Př́ıklad 1. Necht’ Γ je libovolná množina a Σ je σ-algebra podmnožin Γ× Γ generovaná
všemi obdélńıky (tj., množinami tvaru A×B, kde A,B ⊂ Γ). Necht’ dále ∆ = {(γ, γ), γ ∈
Γ} je diagonála Γ × Γ. Ukažte, že ∆ ∈ Σ, právě když mohutnost Γ je nejvýše rovna
mohutnosti kontinua.

Návod: ⇐: Předpoklad, že mohutnost Γ je nejvýše rovna mohutnosti kontinua, znamená, že

m̊užeme předpokládat Γ ⊂ R. Dále existuj́ı taková spočetná děleńı (disjunktńı pokryt́ı) Pn =

{An,m;m ∈ N} množiny R, že pro každé n děleńı Pn+1 zjemňuje Pn a kdykoli pro každé n máme

An,mn ∈ Pn, pak pr̊unik
⋂
n∈NAn,mn je nejvýše jednobodový. ⇒: Ukažte, že pro každé M ∈ Σ

existuje děleńı (Aj)j∈J množiny Γ takové, že mohutnost J je nejvýše rovna mohutnosti kontinua

a pro každé j ∈ J plat́ı bud’ Aj×Aj ⊂M nebo (Aj×Aj)∩M = ∅. Nejprve dokažte, že obdélńıky

tuto vlastnost splňuj́ı, a potom, že se zachová na doplňky a spočetná sjednoceńı. Při d̊ukazu

zachováváńı na spočetná sjednoceńı je d̊uležité, že (i) spočetné sjednoceńı množin mohutnosti

nejvýše kontinuum má opět mohutnost nejvýše kontiuum, a (ii) množina posloupnost́ı prvk̊u

množiny mohutnosti kontinua má také mohutnost kontinua.

Př́ıklad 2. Necht’ X je Banach̊uv prostor mohutnosti větš́ı než mohutnost kontinua,
Ω = X × X a Σ necht’ je σ-algebra podmnožin Ω generovaná borelovskými obdélńıky
(tj. množinami A × B, kde A,B ⊂ X jsou borelovské množiny). Definujme dvě funkce
f, g : Ω→ X předpisem

f(x, y) = x, g(x, y) = y pro (x, y) ∈ Ω.

Ukažte, že f i g jsou borelovsky Σ-měřitelné, ale f − g neńı borelovsky Σ-měřitelná.

Návod: Použijte Př́ıklad 1.

Př́ıklad 3. Necht’ (Ω,Σ, µ) je prostor s úplnou mı́rou, X je Banach̊uv prostor a f : Ω→ X
je zobrazeńı. Bod x ∈ X patř́ı do esenciálńıho oboru hodnot f , pokud pro každé U , okoĺı x
v X, vzor f−1(U) neńı množina mı́ry nula.

(1) Necht’ µ je konečná mı́ra a f je borelovsky Σ-měřitelná. Ukažte, že the esenciálńı
obor hodnot f je separabilńı.

(2) Necht’ f je esenciálně separabilně hodnotové (th., f má esenciálně separabilńı obor
hodnot). Ukažte, že esenciálńı obor hodnot f je separabilńı.

(3) Najděte př́ıklad funkce, která nemá esenciálně separabilńı obor hodnot, ale jej́ıž
esenciálńı obor hodnot je prázdný (a tedy separabilńı).

Návod: (1) Je-li esenciálńı obor hodnot neseparabilńı, obsahuje pro nějaké ε > 0 nespočetnou

ε-diskrétńı množinu D. Pak f−1(U(d, ε/2)), d ∈ D, je nespočetný systém měřitelných množin

kladné mı́ry. (3) Uvažte např́ıklad funkci f : [0, 1] → `2([0, 1]) definovanou vzorcem f(t) = et,

viz Př́ıklad III.6(1).
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Př́ıklad 4. Ukažte, že následuj́ıćı dvě podmı́nky jsou ekvivalentńı:

(i) Existuje prostor (Ω,Σ, µ) s konečnou úplnou mı́rou, Banach̊uv prostorX a borelov-
sky Σ-měřitelná funkce f : Ω→ X, která neńı essenciálně separabilně hodnotová.

(ii) Existuje množina Γ a nenulová konečná σ-aditivńı mı́ra definovaná na σ-algebře
všech podmnožin Γ, která je nulová na jednobodových množinách (tj., existuje
reálně mě̌ritelný kardinál).

Návod: (ii)⇒(i) Uvědomte si. že Γ muśı být nespočetná a uvažte f : Γ → `2(Γ) definovanou

vzorcem f(γ) = eγ. (i)⇒(ii) Necht’ R je essenciálńı obor hodnot f . Podle Př́ıklad 3(1) je R

separabilńı, tedy Ω \ f−1(R) má kladnou mı́ru. Tedy bez újmy na obecnosti R = ∅. Neboli, každý

bod x ∈ X má okoĺı, jehož vzor má mı́ru nula. S využit́ım skutečnosti, že každý metrický prostor

má σ-disjunktńı bázi otevřených množin m̊užeme naj́ıt disjunktńı systémy Un otevřených množin

se vzory nulové mı́ry, že
⋃
n

⋃
Un = X. Existuje n, že µ(f−1(

⋃
Un)) > 0. Položme Γ = Un a

ν(A) = µ(f−1(
⋃
A)) pro A ⊂ Γ.

Př́ıklad 5. Necht’ (Ω,Σ) je měřitelný prostor,X je Banach̊uv prostor a (fn) je posloupnost
silně Σ-měřitelných funkćı fn : Ω → X taková, že pro každé ω ∈ Ω posloupnost (fn(ω))
slabě konverguje k nějakému f(ω). Ukažte, že f je silně Σ-měřitelná.

Návod: Ukažte, že f je slabě Σ-měřitelná a má separabilńı obor hodnot (pomoćı Mazurovy

věty). Pak použijte Pettisovu větu.

Př́ıklad 6. Necht’ (Ω,Σ, µ) je prostor s úplnou mı́rou, X je Banach̊uv prostor a (fn) je
posloupnost silně µ-měřitelných funkćı fn : Ω→ X takovám že pro skoro všechna ω ∈ Ω
posloupnost (fn(ω)) slabě konverguje k nějakému f(ω). Ukažte, že f je silně µ-měřitelná.

Návod: Ukažte, že f je slabě µ-měřitelná a je esenciálně separabilně hodnotová (pomoćı Ma-

zurovy věty). Pak použijte Pettisovu větu.

Př́ıklad 7. Necht’ (Ω,Σ, µ) je interval (0,∞) s Lebesgueovou mı́rou, X = Lp((0,∞)),
přičemž p ∈ [1,∞). Necht’ ψ : (0,∞)→ F je funkce.

(1) Ukažte, že funkce φ : t 7→ ψ(t) ·χ(0,t) je µ-měřitelná právě když ψ je lebesgueovsky
měřitelná.

(2) Ukažte, že funkce φ : t 7→ ψ · χ(0,t) (i.e., t 7→ (u 7→ ψ(u)χ(0,t)(u))) je µ-měřitelná
právě když ψ|(0,T ) ∈ Lp((0, T )) pro každé T ∈ (0,∞).

(3) Předpokládejme, že ψ má hodnoty v (0,∞). Ukažte, že funkce φ : t 7→ χ(0,ψ(t)) je
µ-měřitelná právě když ψ je lebesgueovsky měřitelná.

Návod: (1) ⇒: φ(t) ∈ X pro každé t. Pro d̊ukaz měřitelnosti ψ uvažte funkcionály reprezen-

tované funkcemi χ(0,T ), T ∈ (0,∞). ⇐: Dokažte slabou měřitelnost. (2) ⇒: Podmı́nka je nutná

k tomu, aby φ(t) ∈ X pro každé t. ⇐: Dokažte slabou měřitelnost. (3) ⇒: φ(t) ∈ X pro každé

t. Pro d̊ukaz měřitelnosti ψ uvažte funkcionály reprezentované funkcemi χ(0,T ), T ∈ (0,∞). ⇐:

Stač́ı dokázat slabou měřitelnost. Je snadno vidět, že φ je slabě měřitelná, pokud ψ je spojitá.

Dále, pokud ψn → ψ skoro všude na (0,∞), pak pro př́ıslušné funkce φn a φ plat́ı φn(t)→ φ(t)

slabě pro skoro všechna t.



Př́ıklad 8. Necht’ (Ω,Σ, µ) je interval (0,∞) s Lebesgueovou mı́rou, X = L∞((0,∞)).
Necht’ ψ : (0,∞)→ F je funkce.

(1) Ukažte, že funkce φ : t 7→ ψ(t) · χ(0,t) je silně µ-měřitelná, právě když ψ = 0 skoro
všude.

(2) Ukažte, že funkce φ : t 7→ ψ·χ(0,t) (tj. t 7→ (u 7→ ψ(u)χ(0,t)(u))) je silně µ-měřitelná,
právě když ψ = 0 skoro všude.

(3) Předpokládejme, že ψ nabývá hodnot v (0,∞). Ukažte, že funkce φ : t 7→ χ(0,ψ(t))

je silně µ-měřitelná, právě když ψ je lebesgueovsky měřitelná a existuje spočetná
množina C ⊂ (0,∞), že ψ(t) ∈ C pro skoro všechna t ∈ (0,∞).

Návod: (1) ⇐: Pokud ψ = 0 skoro všude, pak φ = 0 skoro všude. ⇒: ‖φ(t)− φ(u)‖ ≥ |ψ(u)|
pro t < u. Pokud ψ(t) 6= 0 na množině, která nemá mı́ru nula, pak existuje n ∈ N, pro které je

|ψ(t)| > 1
n na množině, která nemá mı́ru nula. Proto φ neńı esenciálně separabilně hodnotové.

(2) ⇐: Pokud ψ = 0 skoro všude, then φ = 0 skoro všude. ⇒: Nejpve si uvědomme, že ψ

muśı být lebesgueovsky měřitelná. Dále, ‖φ(t)− φ(u)‖ =
∥∥ψ|(t,u)

∥∥ pro t < u. Pokud ψ 6= 0 na

množině kladné mı́ry, existuje n ∈ N, že množina A = {t; |ψ(t)| ≥ 1
n} má kladnou mı́ru. Necht’

Z je sjednoceńı všech otevřených interval̊u I, pro která má I ∩ A mı́ru nula. Pak Z ∩ A má

rovněž mı́ru nula. Tedy (0,∞)\Z je uzavřená množina kladné mı́ry. Označme B množinu všech

jednostranně izolovaných bod̊u (0,∞) \ Z. Pak B je spočetná, a tedy C = (0,∞) \ (Z ∪ B) je

množina kladné mı́ry. Nav́ıc pro u, t ∈ C, u < t, má (u, t) ∩A kladnou mı́ru. Odtud plyně, že φ

neńı esenciálně separabilně hodnotové. (3) ⇐: Ukažte, že φ je esenciálně separabilně hodnotová

a borelovsky µ-měřitelná. ⇒: φ(t) ∈ X pro každé t. Pro d̊ukaz měřitelnosti ψ uvažte funkcionály

reprezentované funkcemi χ(0,T ), T ∈ (0,∞). Dále, charakteristické funkce v X tvoř́ı diskrétńı

množinu, tedy v př́ıpadě, že φ je eesenciálně separabilně hodnotová, najdeme př́ıslušnou množinu

C.

Př́ıklad 9. Necht’ K je kompaktńı Hausfdorff̊uv prostor a X = C(K) je prostor spojitých
funkćı na K se supremovou normou. Necht’ (Ω,Σ) je měřitelný prostor a f : Ω → X
zobrazeńı.

(1) Předpokládejme, že f je slabě Σ-měřitelná. Ukažte, že pro každé k ∈ K je funkce
ω 7→ f(ω)(k) Σ-měřitelná.

(2) Předpokládejme nav́ıc, že K je metrizovatelný. Ukažte, že plat́ı i obrácená impli-
kace. Tj. f je slabě měřitelná, pokud pro každé k ∈ K je funkce ω 7→ f(ω)(k)
Σ-měřitelná .

Návod: (2) Podle Rieszovy věty muśıme ukázat, že funkce ω 7→
∫
K f(ω)(k) dµ(k) je měřitelná

pro každou (znaménkovou či komplexńı) Radonovu mı́ru na K. Množina všech měr s touto vlast-

nost́ı obsahuje Diracovy mı́ry (dle předpokladu). Dále je to vektorový podprostor a je uzavřená

na limity slabě∗ konvergentńıch posloupnost́ı. Nav́ıc absolutně konvexńı obal Diracových měr je

slabě∗ hustý v jednotkové kouli BC(K)∗ (podle věty o bipoláře). Nakonce, protože C(K) je separa-

bilńı, duálńı koule je metrizovatelná ve slabé∗ topologii, a tedy libovolná mı́ra z jednotkové koule

je slabou∗ limitou posloupnosti z absolutně konvexńıho obalu Dirakových měr.

Př́ıklad 10. Necht’ (Ω,Σ, µ) je interval [0, 1] s Lebesgueovou mı́rou, X = C([0, 1]) a
f : [0, 1]2 → F je funkce. Ukažte, že funkce

Φ : t 7→ f(t, ·)
je µ-měřitelná funkce Ω→ X, právě když

• u 7→ f(t, u) je spojitá na [0, 1] pro každé t ∈ [0, 1];
• t 7→ f(t, u) je lebesgueovsky měřitelná pro každé u ∈ [0, 1].



K odd́ılu III.2 – integrovatelnost vektorových funkćı

Př́ıklad 11. Necht’ (Ω,Σ, µ) je prostor s úplnou mı́rou a X je reflexivńı Banach̊uv prostor.
Ukažte, že každá slabě integrovatelná funkce f : Ω→ X je pettisovsky integrovatelná.

Př́ıklad 12. Necht’ (Ω,Σ, µ) je interval (0, 1) s Lebesgueovou mı́rou a X = Lp((0, 1)),
kde p ∈ (1,∞). Necht’ ψ : (0, 1)→ F je lebesgueovsky měřitelná funkce. Definujme funkci
φ : (0, 1)→ X předpisem

φ(t)(u) = ψ(t)χ(0,t)(u), u ∈ (0, 1), t ∈ (0, 1).

(1) Ukažte, že φ je pettisovsky integrovatelná, právě když
∫ 1

0

(∫ 1

u
|ψ|
)p

du <∞.

(2) Ukažte, že φ je bochnerovsky integrovatelná, právě když
∫ 1

0
t1/p |ψ(t)| dt <∞.

(3) Je v tomto př́ıpadě bochnerovská integrovatelnost ekvivalentńı pettisovské inte-
grovatelnosti?

(4) Spočtěte př́ıslušný Pettis̊uv či Bochner̊uv integrál.

Návod: (1) Podle Př́ıkladu 11 stač́ı ukázat slabou integrovatelnost. V d̊ukaz použijte známý

fakt, že f ∈ Lp, právě když pro každé g ∈ Lq je fg ∈ L1 (kde 1
p + 1

q = 1). (4) Spočtěte jako

Pettis̊uv integrál.

Př́ıklad 13. Necht’ (Ω,Σ, µ) je interval (0, 1) s Lebesgueovou mı́rou a X = Lp((0, 1)),
kde p ∈ (1,∞). Necht’ ψ : (0, 1) → F je lebesgueovsky měřitelná funkce, pro ńıž je
ψ|(0,r) ∈ Lp((0, r)) pro každé r ∈ (0, 1). Definujme funkci φ : (0, 1)→ X předpisem

φ(t)(u) = ψ(u)χ(0,t)(u), u ∈ (0, 1), t ∈ (0, 1).

(1) Ukažte, že φ je pettisovsky integrovatelná, právě když
∫ 1

0
(1−u)p |ψ(u)|p du <∞.

(2) Ukažte, že φ je bochnerovsky integrovatelná, právě když
∫ 1

0

(∫ t
0
|ψ|p

)1/p

dt <∞.

(3) Je v tomto př́ıpadě bochnerovská integrovatelnost ekvivalentńı pettisovské inte-
grovatelnosti?

(4) Spočtěte př́ıslušný Pettis̊uv či Bochner̊uv integrál.

Návod: (1) Podle Př́ıkladu 11 stač́ı ukázat slabou integrovatelnost. V d̊ukaz použijte známý

fakt, že f ∈ Lp, právě když pro každé g ∈ Lq je fg ∈ L1 (kde 1
p + 1

q = 1). (4) Spočtěte jako

Pettis̊uv integrál.

Př́ıklad 14. Necht’ (Ω,Σ, µ) je interval (0, 1) s Lebesgueovou mı́rou a X = Lp((0, 1)),
kde p ∈ [1,∞). Necht’ ψ : (0, 1) → (0, 1] je lebesgueovsky měřitelná funkce. Definujme
funkci φ : (0, 1)→ X předpisem

φ(t)(u) = χ(0,ψ(t))(u), u ∈ (0, 1), t ∈ (0, 1).

Ukažte, že φ je bochnerovsky integrovatelná a spočtěte Bochner̊uv integrál.



Př́ıklad 15. Necht’ (Ω,Σ, µ) je interval (0,∞) s Lebesgueovou mı́rou a X = Lp((0,∞)),
kde p ∈ (1,∞). Necht’ ψ : (0,∞)→ (0,∞) je lebesgueovsky měřitelná funkce. Definujme
funkci φ : (0,∞)→ X předpisem

φ(t)(u) = χ(0,ψ(t))(u), u ∈ (0,∞), t ∈ (0,∞).

(1) Ukažte, že φ je pettisovsky integrovatelná, právě když
∫∞

0
µ(ψ−1(u,∞))p du <∞.

(2) Ukažte, že φ je bochnerovsky integrovatelná, právě když
∫∞

0
|ψ(t)|1/p dt <∞.

(3) Je v tomto př́ıpadě bochnerovská integrovatelnost ekvivalentńı pettisovské inte-
grovatelnosti?

(4) Spočtěte př́ıslušný Pettis̊uv či Bochner̊uv integrál.

Návod: (1) Podle Př́ıkladu 11 stač́ı ukázat slabou integrovatelnost. V d̊ukaz použijte známý

fakt, že f ∈ Lp, právě když pro každé g ∈ Lq je fg ∈ L1 (kde 1
p + 1

q = 1). (4) Spočtěte jako

Pettis̊uv integrál.

Př́ıklad 16. Necht’ (Ω,Σ, µ) je interval (0, 1) s Lebesgueovou mı́rou a X = L1((0, 1)).
Necht’ ψ : (0, 1)→ F je lebesgueovsky měřitelná funkce. Definujme funkci φ : (0, 1)→ X
předpisem

φ(t)(u) = ψ(t)χ(0,t)(u), u ∈ (0, 1), t ∈ (0, 1).

(1) Ukažte, že φ je slabě integrovatelná, právě když
∫ 1

0
t |ψ(t)| dt <∞.

(2) Ukažte, že φ je bochnerovsky integrovatelná, pokud je slabě integrovatelná.
(3) Spočtěte př́ıslušný Bochner̊uv integrál.

Př́ıklad 17. Necht’ (Ω,Σ, µ) je interval (0, 1) s Lebesgueovou mı́rou a X = L1((0, 1)).
Necht’ ψ : (0, 1) → F je lebesgueovsky měřitelná funkce, pro kterou je ψ|(0,r) ∈ L1((0, r))
pro každé r ∈ (0, 1). Definujme funkci φ : (0, 1)→ X předpisem

φ(t)(u) = ψ(u)χ(0,t)(u), u ∈ (0, 1), t ∈ (0, 1).

(1) Ukažte, že φ je slabě integrovatelná, právě když
∫ 1

0
(1− u) |ψ(u)| du <∞.

(2) Ukažte, že φ je bochnerovsky integrovatelná, pokud je slabě integrovatelná.
(3) Spočtěte př́ıslušný Bochner̊uv integrál.

Př́ıklad 18. Necht’ (Ω,Σ, µ) je interval (0,∞) s Lebesgueovou mı́rou a X = L1((0,∞)).
Necht’ ψ : (0,∞) → (0,∞) je a lebesgueovsky měřitelná funkce. Definujme funkci φ :
(0,∞)→ X předpisem

φ(t)(u) = χ(0,ψ(t))(u), u ∈ (0,∞), t ∈ (0,∞).

(1) Ukažte, že φ je slabě integrovatelná, právě když
∫∞

0
µ(ψ−1(u,∞)) du <∞.

(2) Ukažte, že φ je bochnerovsky integrovatelná, právě když ψ ∈ L1((0,∞)).
(3) Ukažte, že v tomto př́ıpadě je bochnerovský integrovatelnost ekvivalentńı slabé

integrovatelnosti.
(4) Spočtěte př́ıslušný Bochner̊uv integrál.

Př́ıklad 19. Necht’ (Ω,Σ, µ) je interval (0, 1) s Lebesgueovou mı́rou a X = L∞((0, 1)).
Necht’ ψ : (0, 1)→ (0, 1) je lebesgueovsky měřitelná funkce, která je “esenciálně spočetně
hodnotová” (viz podmı́nku v Př́ıkladu 8(3)). Definujme funkci φ : (0, 1)→ X předpisem

φ(t)(u) = χ(0,ψ(t))(u), u ∈ (0, 1), t ∈ (0, 1).

Ukažte, že φ je bochnerovsky integrovatelná a spočtěte Bochner̊uv integrál.



Př́ıklad 20. Necht’ (Ω,Σ, µ) je interval (0,∞) s Lebesgueovou mı́rou a X = L∞((0,∞)).
Necht’ ψ : (0,∞) → (0,∞) je lebesgueovsky měřitelná funkce, která je “esenciálně
spočetně hodnotová” (viz podmı́nku v Př́ıkladu 8(3)). Definujme funkci φ : (0,∞) → X
předpisem

φ(t)(u) = χ(0,ψ(t))(u), u ∈ (0,∞), t ∈ (0,∞).

Characterizujte funkce ψ, pro které je φ bochnerovsky integrovatelná, a spočtěte Boch-
ner̊uv integrál.

Př́ıklad 21. Necht’ (Ω,Σ, µ) je prostor s úplnou σ-konečnou mı́rou, K je metrizovatelný
kompaktńı prostor a f : Ω×K → F je funkce splňuj́ıćı následuj́ıćı vlastnosti:

• t 7→ f(ω, t) je spojitá na K pro každé ω ∈ Ω;
• ω 7→ f(ω, t) je µ-měřitelná pro každé t ∈ K.

Definujme zobrazeńı Φ : Ω→ C(K) předpisem

Φ(ω) = f(ω, ·), ω ∈ Ω.

(1) Ukažte, že Φ je slabě integrovatelné, právě když sup
t∈K

∫
Ω
|f(ω, t)| dµ(ω) <∞.

(2) Předpokládejme, že Φ je slabě integrovatelná. Položme g(t) =
∫

Ω
f(ω, t) dµ(ω)

(pro t ∈ K). Ukažte, že g je univerzálně měřitelná (i.e., měřitelná pro každou
Radonovu pravděpodobnostńı mı́ru na K) a že slabý integrál Φ přes Ω je prvek
C(K)∗∗ =M(K)∗ definovaný vzorcem

ν 7→
∫
K

g dν, ν ∈M(K).

(3) Najděte př́ıklad, kdy g neńı spojitá.
(4) Najděte př́ıklad, kdy g je spojitá, ale Φ neńı pettisovsky integrovatelná.
(5) Ukažte, že Φ je pettisovsky integrovatelná, právě když pro každé A ∈ Σ je funkce

t 7→
∫
A
f(ω, t) dµ(ω) spojitá na K.

(6) Ukažte, že Φ je bochnerovsky integrovatelná, právě když
∫

Ω
sup
t∈K
|f(ω, t)| dµ(ω) <

∞.
(7) Je v tomto př́ıpadě bochnerovská integrovatelnost ekvivalentńı pettisovské inte-

grovatelnosti?

Návod: (1)⇒: Je-li Φ slabě integrovatelná, pak zobrazeńı ϕ 7→ ϕ◦Φ je spojitý lineárńı operátor

X∗ do L1(µ) (viz d̊ukaz Tvrzeńı III.11). ⇐: Je třeba ukázat, že pro každé ν ∈ M(K) funkce

hν : ω 7→
∫
K f(ω, t) dν(t) patř́ı L1(µ). Podle předpokladu to plat́ı pro Diracovy mı́ry, tedy i pro

jejich lineárńı kombinace. Nav́ıc, pokud νn
w∗−→ ν v M(K) = C(K)∗, pak hνn → hν bodově. Je-li

ν ∈M(K) libovolná, existuje posloupnost (νn) lineárńıch kombinaćı Diracových měr, pro kterou

νn
w∗−→ ν a ‖νn‖ ≤ ‖ν‖ pro každé n. Posloupnost (hνn) je omezená L1(µ), a tedy hν ∈ L1(µ)

podle Fatouova lemmatu. (2) Použijte Fubiniovu větu. (5) Použijte (2) a definice. (6) Použijte

Větu III.8.



K odd́ılu III.3 – Lebesgue-Bochnerovy prostory

Př́ıklad 22. Necht’ (Ω,Σ, µ) je prostor s úplnou konečnou mı́rou, p ∈ [1,∞] a X = c0.
Každou funkci f : Ω→ X lze kanonicky identifikovat s posloupnost́ı (fn) skalárńıch funkćı
na Ω.

(1) Ukažte, že funkce f : Ω → X je µ-měřitelná, právě když fn je µ-měřitelná pro
každé n ∈ N.

(2) Necht’ f : Ω → X je µ-měřitelná. Spočtěte ‖f‖p a pomoćı nalezeného vzorce

popǐste prostor Lp(µ;X).
(3) Ukažte, že L∞(µ,X) je kanonicky izometrický vlastńımu podprostoru

(⊕
n∈N L

∞(µ)
)
`∞

a tento podprostor popǐste.

Návod: (1) Uvažte slabou měřitelnost.

Př́ıklad 23. Necht’ (Ω,Σ, µ) je prostor s úplnou konečnou mı́rou, p ∈ [1,∞], q ∈ [1,∞)
a X = `q. Každou funkci f : Ω → X lze kanonicky identifikovat s posloupnost́ı (fn)
skalárńıch funkćı na Ω.

(1) Ukažte, že funkce f : Ω → X je µ-měřitelná, právě když fn je µ-měřitelná pro
každé n ∈ N.

(2) Necht’ f : Ω → X je µ-měřitelná. Spočtěte ‖f‖p a pomoćı nalezeného vzorce

popǐste prostor Lp(µ;X).
(3) Za předpokladu p = q ukažte, že Lp(µ;X) je kanonicky izometrický prostoru(⊕

n∈N L
p(µ)

)
`p

.

Návod: (1) Uvažte slabou měřitelnost.

Př́ıklad 24. Necht’ (Ω,Σ, µ) je prostor s úplnou konečnou mı́rou, p ∈ [1,∞] a X = `∞.
Každou funkci f : Ω→ X lze kanonicky identifikovat s posloupnost́ı (fn) skalárńıch funkćı
na Ω.

(1) Ukažte, že funkce f : Ω→ X je µ-měřitelná právě když je essenciálně separabilně
hodnotová a fn je µ-měřitelná pro každé n ∈ N.

(2) Necht’ f : Ω → X je µ-měřitelná. Spočtěte ‖f‖p a pomoćı nalezeného vzorce

popǐste prostor Lp(µ;X).
(3) Ukažte, že L∞(µ,X) je kanonicky izometrický vlastńımu podprostoru

(⊕
n∈N L

∞(µ)
)
`∞

a tento podprostor popǐste.

Návod: (1) Implikace ⇒ je zřejmá. Pro d̊ukaz obrácené implikace si uvědomte, že vzor při

f každé otevřené koule v X patř́ı do Σ a pomoćı předpokladu, že f je esenciálně separabilně

hodnotová dokažte borelovskou µ-měřitelnost.



Př́ıklad 25. Necht’ (Ω,Σ, µ) je prostor s úplnou σ-konečnou mı́rou, p ∈ [1,∞], necht’

p∗ ∈ [1,∞] je sdružený exponent, X je Banach̊uv prostor a X∗ jeho duál.

(1) Necht’ f ∈ Lp(µ;X) a g ∈ Lp∗(µ;X∗). Ukažte, že the funkce

h(ω) = g(ω)(f(ω)), ω ∈ Ω,

je µ-integrovatelná a plat́ı ‖h‖1 ≤ ‖g‖p∗ · ‖f‖p.
(2) Pro g ∈ Lp∗(µ;X∗) položme

Φg(f) =

∫
Ω

g(ω)(f(ω)) dµ(ω), f ∈ Lp(µ;X).

Ukažte, že Φg je spojitý lineárńı funkcionál na Lp(µ;X) a ‖Φg‖ ≤ ‖g‖p∗ .
(3) Ukažte, že ‖Φg‖ = ‖g‖p∗ a z toho odvod’te, že Φ : g 7→ Φg je lineárńı izometrie

Lp
∗
(µ;X∗) dp Lp(µ,X)∗.

(4) Ukažte, že zobrazeńı Φ je na Lp(µ,X)∗, pokud p ∈ [1,∞) a X = c0 nebo X = `q

pro nějaké q ∈ (1,∞).
(5) Ukažte, že zobrazeńı Φ je na Lp(µ,X)∗, pokud p ∈ [1,∞) a (Ω,Σ, µ) je množina

N s poč́ıtaćı mı́rou.
(6) Ukažte, že zobrazeńı Φ neńı na, pokud (Ω,Σ, µ) je interval [0, 1] s Lebesgueovou

mı́rou a X = `1.

Návod: (1) Nejprve je třeba ukázat měřitelnost h. Je-li g jednoduchá funkce, je to snadné.

K d̊ukazu obecného př́ıpadu použijte existenci posloupnosti jednoduchých integrovatelných funkćı

konverguj́ıćı skoro všude ke g. Nerovnost odvod’te z Hölderovy nerovnosti. (2) plyne z (1). (3)

Protože spočetně hodnotové funkce jsou husté v Lp
∗
(µ;X∗), stač́ı rovnost dokázat pro spočetně

hodnotovou g. Jedna nerovnost plyne z (2), stač́ı dokázat opačnou. Necht’ ε > 0. Podle skalárńı

verze existuje nezáporná měřitelná funkce h splňuj́ıćı ‖h‖p = 1 a
∫

Ω h(ω) ‖g(ω)‖ dµ(ω) > ‖g‖p∗−
ε. Necht’ g =

∑∞
j=1 x

∗
jχEj , kde x∗j ∈ X∗ a Ej ∈ Σ splňuj́ı 0 < µ(Ej) < ∞ pro každé j ∈ N.

Zvolme posloupnost kladných č́ısel δj > 0, která jsou dostatečně malá a najděme xj ∈ X splňuj́ıćı

‖xj‖ = 1 a x∗j (xj) >
∥∥∥x∗j∥∥∥ − δj. Vezměte f =

∑∞
j=1 hxjχEj . Pak f ∈ Lp(µ;X), ‖f‖p = 1 a

Φg(f) > ‖g‖p∗−2ε. (4) Použijte Př́ıklady 22 a 23 a metodu d̊ukazu reprezentace duál̊u k c0 a `p.

(5) Použijte Př́ıklad III.16(2). (6) S použit́ım Př́ıkladu 23 a metody d̊ukazu reprezentace duálu

k `1 popǐste duál k Lp(µ; `1) a porovnejte ho s prostorem Lp
∗
(µ; `∞) popsaným v Př́ıkladu 24.


