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PŘÍKLADY PRO POROZUMĚNÍ LÁTCE – ZS 2021/2022

PŘÍKLADY KE KAPITOLE IV

K odd́ılu IV.1 – př́ıklady Banachových algeber, invertibilńı prvky

Př́ıklad 1. Necht’ A = (Cn, ‖·‖p), kde p ∈ [1,∞] a n ≥ 2. Uvažujme na A násobeńı po
souřadnićıch, tj.,

(x1, x2 . . . , xn) · (y1, y2 . . . , yn) = (x1y1, x2y2, . . . , x2yn).

(1) Ukažte, že A je Banachova algebra s jednotkou a najděte jej́ı jednotku.
(2) Ukažte, že jednotka má normu 1, právě když p =∞.
(3) Aplikujte na A př́ıslušné přenormováńı a ukažte, že nová norma je ‖·‖∞.

Př́ıklad 2. Necht’ Mn je algebra komplexńıch n×n-matic opatřená maticovým násobeńı.
Připomeňme, že každá n×n-matice reprezentuje lineárńı zobrazeńı Cn → Cn a že maticové
násobeńı odpov́ıdá skládáńı lineárńıch zobrazeńı.

(1) Necht’ p ∈ [1,∞] a uvažujme na Mn operátorovou normu z L((Cn, ‖·‖p)). Ukažte,
že Mn pak je Banachova algebra s jednotkou a že jednotka má normu 1.

(2) Ukažte, že pro p1 6= p2 jsou normy z (1) ekvivalentńı a r̊uzné, pokud n ≥ 2.
(3) Ukažte, že Mn je komutativńı, právě když n = 1.

Př́ıklad 3. Necht’ Mn je algebra komplexńıch n×n-matic opatřená maticovým násobeńı.
Uvažujme na Mn normu

‖(aij)i,j=1,...,n‖ =
n∑

i,j=1

|aij| .

Ukažte, že Mn opatřená touto normou je Banachova algebra s jednotkou a jej́ı jednotka
má normu větš́ı než 1 (pro n ≥ 2).

Př́ıklad 4. Necht’ A = (Cn, ‖·‖p), kde n ≥ 2 a p ∈ [1,∞].

(1) Definujme násobeńı na A předpisem

(x1, x2 . . . , xn) · (y1, y2 . . . , yn) = (x1y1, x1y2, . . . , x1yn).

Ukažte, že A opatřená t́ımto násobeńım je Banachova algebra a že A má mnoho
levých jednotek, ale žádnou pravou jednotku.

(2) Definujme násobeńı na A by

(x1, x2 . . . , xn) · (y1, y2 . . . , yn) = (x1y1, x2y1, . . . , x2y1).

Ukažte, že A opatřená t́ımto násobeńım je Banachova algebra a že A má mnoho
pravých jednotek, ale žádnou levou jednotku.

(3) Reprezentujte algebry z bod̊u (1) a (2) jako podalgebry maticové algebry Mn.

Návod: (3) Uvažte matice s jedńım nenulovým řádkem nebo sloupcem.
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Př́ıklad 5. Necht’ A = `p(Γ), kde p ∈ [1,∞] a Γ je nekonečná množina. Uvažujme na A
bodové násobeńı.

(1) Ukažte, že A je Banachova algebra.
(2) Ukažte, že A má jednotku, právě když p =∞.

Př́ıklad 6. Necht’ X je libovolný netriviálńı Banach̊uv prostor. Definujme na X triviálńı
násobeńı, tj., x · y = o pro x, y ∈ X.

(1) Ukažte, že X je Banachova algebra bez jednotky.
(2) Popǐste algebru X+ (s přidanou jednotkou).
(3) Reprezentujte algebry X a X+ jako podalgebry L(X+) = L(X ⊕1 C).
(4) Najděte podalgebru maticové algebry Mn (kde n ≥ 2) izomorfńı takové triviálńı

algebře.

Návod: (4) Použijte popis z (3) pro X = Cn−1.

Př́ıklad 7. Necht’ A1, . . . , An jsou Banachovy algebry a necht’ p ∈ [1,∞]. Uvažme vekto-
rový prostor A = A1 × A2 × · · · × An, kde norma a násobeńı jsou dány vzorci

‖(a1, . . . , an)‖ = ‖(‖a1‖ , . . . , ‖an‖)‖p ,
(a1, . . . , an) · (b1, . . . , bn) = (a1b1, . . . , anbn).

(1) Ukažte, že A je Banachova algebra.
(2) Ukažte, že A má jednotku, právě když každá z algeber A1, . . . , An má jednotku.

(Př́ıslušnou jednotku najděte.)
(3) Ukažte, že A je komutativńı, právě když každá z algeber A1, . . . , An je komutativńı.

Př́ıklad 8. Necht’ T je Hausdorff̊uv lokálně kompaktńı prostor. Uvažme Banach̊uv prostor
C0(T ) (s maximovou normou) a definujme na něm bodové násobeńı.

(1) Ukažte, že C0(T ) je komutativńı Banachova algebra.
(2) Ukažte, že algebra C0(T ) má jednotku, právě když T je kompaktńı.
(3) Necht’ T neńı kompaktńı. Necht’ B = span (C0(T )∪{1}) jakožto podalgebra `∞(T ).

Ukažte, že B je (algebraicky) izomorfńı (C0(T ))+, ale nikoli izometrická.

Př́ıklad 9. Necht’ K je kompaktńı Hausdorff̊uv prostor a necht’ A je Banachova algebra.
Necht’ C(K,A) je vektorový prostor všech spojitých zobrazeńı f : K → A. Uvažujme na
C(K,A) normu a násobeńı dané vzorci

‖f‖ = sup{‖f(t)‖ ; t ∈ K}, f ∈ C(K,A),

(f · g)(t) = f(t) · g(t), t ∈ K, f, g ∈ C(K,A).

(1) Ukažte, že C(K,A) je Banachova algebra.
(2) Ukažte, že C(K,A) má jednotku, právě když A má jednotku, a najděte ji.
(3) Ukažte, že C(K,A) je komutativńı, právě když A je komutativńı.

Př́ıklad 10. Necht’X je Banach̊uv prostor. Uvažme prostor L(X) všech spojitých lineárńıch
operátor̊u na X s operátorovou normou. Definujme na L(X) násobeńı jako skládáńı
operátor̊u.

(1) Ukažte, že L(X) je Banachova algebra s jednotkou a najděte jej́ı jednotku.
(2) Ukažte, že L(X) je komutativńı, právě když dimX = 1.

Návod: (2) Pokud dimX ≥ 2, zvolte x1, x2 ∈ X lineárně nezávislé. Ukažte, že existuj́ı x∗1, x
∗
2 ∈

X∗, pro které x∗1(x1) = x∗2(x2) = 1 a x∗1(x2) = x∗2(x1) = 0. Uvažte operátory tvaru x 7→ x∗i (x)xj
a jejich lineárńı kombinace.



Př́ıklad 11. Necht’ X je Banach̊uv prostor a necht’ A = K(X) je prostor kompaktńıch
lineárńıch operátor̊u na X, uvažovaný jakožto podprostor L(X).

(1) Ukažte, že A je uzavřená podalgebra L(X), a je to tedy Banachova algebra.
(2) Ukažte, že A má jednotku, právě když dimX <∞.
(3) Ukažte, že A je komutativńı, právě když dimX = 1.
(4) Necht’ dimX = ∞. Necht’ B = span (A ∪ {I}) jakožto podalgebra L(X). Ukažte,

že B je (algebraicky) izomorfńı A+, ale ne izometrická.

Návod: (3) Ukažte, že operátory použité v Př́ıkladu 10(2) jsou kompaktńı.

Př́ıklad 12. Necht’ (G,+) je komutativńı grupa. Uvažujme na Banachově prostoru `1(G)
násobeńı ∗ definované vzorcem

(f ∗ g)(x) =
∑
y∈G

f(y)g(x− y), f, g ∈ `1(G).

Ukažte, že `1(G) pak je komutativńı Banachova algebra s jednotkou, a najděte jej́ı jed-
notku.

Př́ıklad 13. Necht’ (G, ·) je nekomutativńı grupa. Uvažujme na Banachově prostoru `1(G)
násobeńı ∗ definované vzorcem

(f ∗ g)(x) =
∑
y∈G

f(y)g(y−1x), f, g ∈ `1(G).

Ukažte, že `1(G) pak je nekomutativńı Banachova algebra s jednotkou a najděte jej́ı
jednotku.

Př́ıklad 14. Necht’ A = L1(Rn), kde n ∈ N (normu uvažujme standardńı). Definujme na
A násobeńı ∗ jakožto konvoluci, tj.

(f ∗ g)(x) =

∫
Rn

f(y)g(x− y) dy, x ∈ Rn, f, g ∈ A.

(1) Ukažte, že A je komutativńı Banachova algebra.
(2) Ukažte, že A nemá jednotku.

Návod: (1) Použijte vlastnosti konvoluce. (2) Necht’ g je jednotka. Pak pro každé r > 0 plat́ı

g ∗ χB(0,r) = χB(0,r). Z toho odvod’te, že χB(0,r)(x) =
∫
B(x,r) g pro skoro všechna x, speciálně∫

B(x,r) g = 1 skoro všude na B(0, r). Pro dost malé r odvod’te spor s t́ım, že g ∈ L1(Rn).

Př́ıklad 15. Necht’A = L1([0, 1]) (normu uvažujme standardńı). Definujme naA násobeńı
∗ jakožto konvoluci, tj.

(f ∗ g)(x) =

∫ 1

0

f(y)g(x− y mod 1) dy, x ∈ [0, 1], f, g ∈ A.

(1) Ukažte, že A je komutativńı Banachova algebra.
(2) Ukažte, že A nemá jednotku.

Návod: (1) Použijte podobný postup jako při d̊ukazu vlastnost́ı konvoluce. (2) Postupujte ana-

logicky jako v Př́ıkladu 14(2).



Př́ıklad 16. Necht’ (G,+) je komutativńı kompaktńı topologická grupa. (Tj., (G,+) je
komutativńı grupa opatřená Hausdorffovou topologíı, v ńıž jsou operace (x, y) 7→ x+ y a
x 7→ −x spojité, která je nav́ıc v této topologii kompaktńı.) Necht’M(G) je prostor všech
komplexńıch Radonových měr na G, norma na něm necht’ je totálńı variace a násobeńı ∗
je definované vzorcem

(µ ∗ ν)(A) = (µ× ν)({(x, y) ∈ G×G;x+ y ∈ A}),
kde µ× ν znač́ı př́ıslušnou součinovou mı́ru. Ukažte, že M(G) pak je komutativńı Bana-
chova algebra s jednotkou, a najděte jej́ı jednotku.

Př́ıklad 17. Necht’ (G, ·) je nekomutativńı kompaktńı topologická grupa. (Tj., (G, ·) je
nekomutativńı grupa opatřená Hausdorffovou topologíı, v ńıž jsou operace (x, y) 7→ x ·y a
x 7→ x−1 spojité, která je nav́ıc v této topologii kompaktńı.) Necht’M(G) je prostor všech
komplexńıch Radonových měr na G, norma na něm necht’ je totálńı variace a násobeńı ∗
je definované vzorcem

(µ ∗ ν)(A) = (µ× ν)({(x, y) ∈ G×G;x · y ∈ A}),
kde µ × ν znač́ı př́ıslušnou součinovou mı́ru. Ukažte, že M(G) pak je nekomutativńı
Banachova algebra s jednotkou a najděte jej́ı jednotku.

Př́ıklad 18. Ukažte, že prvek maticové algebry Mn má pravou inverzi, právě když má
levou inverzi.

Př́ıklad 19. Necht’ A = L(`2). Definujme dva operátory S, T ∈ A vzorcem

S(x1, x2, . . . ) = (x2, x3, . . . ) a T (x1, x2, . . . ) = (0, x1, x2, . . . ).

(1) Ukažte, že S a T nejsou invertibilńı.
(2) Ukažte, že S má pravou inverzi a popǐste všechny pravé inverze.
(3) Ukažte, že T má a levou inverzi a popǐste všechny levé inverze.

Př́ıklad 20. Necht’ G = (Zn,+) kde Zn = {0, 1, . . . , n− 1} opatřená sč́ıtáńım modulo n.
Necht’ A = `1(G) je Banachova algebra popsaná v Př́ıkladu 12.

(1) Reprezentujte A jako podalgebru maticové algebry Mn (s př́ıslušnou normou).
(2) Pro n = 2 a n = 3 explicitně charakterizujte invertibilńı prvky v A.

Návod: (1) Vnořte A do L(A).

Př́ıklad 21. Necht’ A je Banachova algebra. Definujme na A nové násobeńı � vzorcem

x� y = y · x, x, y ∈ A.
(1) Ukažte, že Aop = (A,�) je Banachova algebra.
(2) Ukažte, že Aop nemuśı být (algebraicky) izomorfńı A.
(3) Necht’ X je reflexivńı Banach̊uv prostor. Ukažte, že L(X)op je izometricky izo-

morfńı L(X∗).
(4) Necht’ H je Hilbert̊uv prostor. Ukažte, že L(H)op je izometricky izomorfńı L(H).

Návod: (2) Použijte Př́ıklad 4.

K odd́ılu IV.2 – spektrum a jeho vlastnosti

Př́ıklad 22. Necht’ A = C(K) pro kompaktńı Hausdorff̊uv prostor K a necht’ f ∈ A.

(1) Ukažte, že σ(f) = f(K).
(2) Spočtěte rezolventńı funkci f .



Př́ıklad 23. Necht’ A = C0(T ) pro nekompaktńı lokálně kompaktńı prostor T .

(1) Ukažte, že σ(f) = f(T ) ∪ {0} pro každé f ∈ A.
(2) Předpokládejme, že T neńı σ-kompaktńı. Ukažte, že σ(f) = f(T ) pro f ∈ A.
(3) V př́ıpadě T = R najděte př́ıklad f ∈ A splňuj́ıćı f(T ) $ σ(f).

Návod: (1) Použijte definici σA(f) = σA+(f) a popis A+ (např́ıklad ten z Př́ıkladu 8(3)). (2)

{t ∈ T ; f(t) 6= 0} je σ-kompaktńı.

Př́ıklad 24. Necht’ A = `1(Zn) (viz Př́ıklad 20) a x ∈ A.

(1) Charakterizujte σ(x) jako množinu vlastńıch č́ısel jisté matice.
(2) Pro n = 2, 3 spočtěte σ(x) a rezolventńı funkci explicitně.

Návod: Použijte výsledky Př́ıkladu 20.

Př́ıklad 25. Necht’ T = {z ∈ C; |z| = 1}, A = C(T) a f(z) = z pro z ∈ T. Necht’ B je
uzavřená podalgebra A s jednotkou generovaná f , tj.,

B = span {1, f, f 2, f 3, . . . }.
Spočtěte a porovnejte σA(f) a σB(f).

Př́ıklad 26. Necht’ A je Banachova algebra s jednotkou a necht’ x ∈ A splňuje xn = o
pro nějaké n ∈ N. Určete σ(x) a spočtěte rezolventńı funkci.

Př́ıklad 27. Necht’ A je Banachova algebra s jednotkou a necht’ x ∈ A splňuje x2 = x.
Určete σ(x) a spočtěte rezolventńı funkci.

Návod: Rozlǐste tři př́ıpady: x = o, x = e a x /∈ {o, e}. Inverzi λe−x najděte ve tvaru αe+βx

pro vhodná α, β ∈ C.

Př́ıklad 28. Necht’ A je Banachova algebra s jednotkou a necht’ x ∈ A splňuje x3 = x.
Určete σ(x) a spočtěte rezolventńı funkci.

Návod: Je třeba rozlǐsit několik př́ıpad̊u: Př́ıpad x2 = x je obsažen v Př́ıkladu 27. Př́ıpad x2 =

−x lze vyřešit podobně jako Př́ıklad 27. Daľśı př́ıpad je x2 = e. Nakonec, pokud x2 /∈ {e, x,−x},
ukažte, že e, x, x2 jsou lineárně nezávislé a najděte inverzi λe−x jako lineárńı kombinaci e, x, x2.

Př́ıklad 29. Necht’ A = `1(Z) (viz Př́ıklad 12) a n ∈ Z, n 6= 0. Ukažte, že σ(en) = T
(kde en je př́ıslušný kanonický vektor) a že

R(λ, en) =

{∑∞
k=0

ekn
λk+1 , |λ| > 1,∑∞

k=1−λke−kn, |λ| < 1.

Návod: Tvrzeńı lze dokázat př́ımo řešeńım rovnice (λe0−en)∗f = e0. Také lze využ́ıt výpočet

rezolventńı funkce pomoćı Neumannovy řady.



K odd́ılu IV.3 – holomorfńı funkčńı kalkulus

Př́ıklad 30. Necht’ A je Banachova algebra s jednotkou a necht’ f je celá funkce. Necht’

f(λ) =
∞∑
n=0

anλ
n, λ ∈ C,

je jej́ı Taylor̊uv rozvoj. Ukažte, že pro každé x ∈ A plat́ı

f̃(x) =
∞∑
n=0

anx
n.

Návod: Protože f je celá, lze v definici holomorfńıho kalkulu integrovat podél kružnice o středu

v nule a dost velkém poloměru.

Př́ıklad 31. Necht’ A = Mn a D ∈ A je diagonálńı matice s prvky d1, . . . , dn na diagonále.

(1) Ukažte, že σ(D) = {d1, . . . , dn} a spočtěte rezolventńı funkci.

(2) Necht’ f je funkce holomorfńı na okoĺı σ(D). Ukažte, že f̃(D) je diagonálńı matice
s prvky f(d1), . . . , f(dn) na diagonále.

(3) Z předchoźıho odvod’te, že v tomto př́ıpadě f̃(D) záviśı pouze na f |σ(D).

Návod: (2) Uvažte cyklus sestávaj́ıćı z dost malých kružnic o středech d1, . . . , dn a použijte

Cauchẙuv vzorec pro kruh.

Př́ıklad 32. Necht’ A = Mn kde n ≥ 2 a necht’ J ∈ A je Jordanova buňka s hodnotou z
na diagonále, tj.,

J =


z 1 0 . . . 0 0
0 z 1 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . z 1
0 0 0 . . . 0 z

 .

(1) Ukažte, že σ(J) = {z}.
(2) Ukažte, že

(λI − J)−1 =


1

λ−z
1

(λ−z)2 . . . 1
(λ−z)n

0 1
λ−z . . . 1

(λ−z)n−1

...
...

. . .
...

0 0 . . . 1
λ−z

 pro λ ∈ C \ {z}.

(3) Necht’ f je funkce holomorfńı na okoĺı z. Ukažte, že

f̃(J) =


f(z) f ′(z) f ′′(z)

2
. . . f (n−1)(z)

(n−1)!

0 f(z) f ′(z) . . . f (n−2)(z)
(n−2)!

...
...

...
. . .

...

0 0 0 . . . f(z)


(4) Z předchoźıho odvod’te, že v tomto př́ıpadě hodnota f̃(J) neńı určena pouze f |σ(J).

Návod: (3) Uvažte integrál podél dost malé kružnice o středu z a použijte Cauchẙuv vzorec

pro vyšš́ı derivace.



Př́ıklad 33. Necht’ A = Mn a E ∈ A je libovolná matice. Necht’ f je funkce holomorfńı
na okoĺı σ(E).

(1) Vyjádřete f̃(E) pomoćı Jordanova kanonického tvaru E.

(2) Charakterizujte ty matice E, pro které je f̃(E) určeno pouze f |σ(E).

Př́ıklad 34. Necht’ A = `1(Z2) nebo A = `1(Z3). Pro x ∈ A a f holomorfńı na okoĺı σ(x)

spočtěte f̃(x).

Př́ıklad 35. Necht’ A je Banachova algebra s jednotkou a x ∈ A je prvek splňuj́ıćı jednu
z následuj́ıćıch podmı́nek:

(1) xn = 0 pro nějaké n ∈ N;
(2) x2 = x;
(3) x2 = −x;
(4) x2 = e;
(5) x3 = x, ale žádná z podmı́nek (2)–(4) neplat́ı.

Necht’ f je funkce holomorfńı na okoĺı σ(x). Spočtěte f̃(x). V kterých př́ıpadech je tato
hodnota určena pouze f |σ(x)?

Př́ıklad 36. Necht’ A = C(K), necht’ g ∈ A a necht’ F je funkce holomorfńı na okoĺı
σ(g) = g(K). Ukažte, že F̃ (g) = F ◦ g.

Př́ıklad 37. Necht’ A = `1(Z) (cf. Př́ıklad 12) a n ∈ Z, n 6= 0. Z Př́ıkladu 29 v́ıme, že
σ(en) = T. Necht’ g je funkce holomorfńı na okoĺı T. Ukažte, že

g̃(en) =
∑
k∈Z

akekn,

kde (ak)k∈Z jsou koeficienty v Laurentově rozvoji g na okoĺı T.

Návod: Bud’ lze použ́ıt definice a vzorec z Př́ıkladu 29, nebo lze dokázat a použ́ıt analogii

tvrzeńı z Př́ıkladu 30 pro Laurentovy řady.

K odd́ılu IV.4 – ideály, multiplikativńı funkcionály a Gelfandova
transformace

Př́ıklad 38. Necht’ A = C(K).

(1) Necht’ I je vlastńı uzavřený ideál v A. Ukažte, že existuje neprázdná uzavřená
množina F ⊂ K splňuj́ıćı

I = {f ∈ C(K); f |F = 0}.
(2) Ukažte, že maximálńı ideály v A jsou právě podprostory tvaru

I = {f ∈ C(K); f(x) = 0},
kde x ∈ K.

(3) Z předchoźıho odvod’te, že multiplikativńı funkcionály na A jsou právě funkcionály
tvaru f 7→ f(x), kde x ∈ K.

(4) Vysvětlete a dokažte tvrzeńı, že Gelfandova transformace algebry A je identické
zobrazeńı.

Návod: (1) Položte F = {x ∈ K;∀f ∈ I : f(x) = 0}. Ukažte, že F 6= ∅ (jinak z kompaktnosti

a z definice ideálu odvod’te, že 1 ∈ I). Podobně ukažte, že pro každou uzavřenou množinu H

disjunktńı s F existuje nezáporná f ∈ I, která je na H kladná. S použit́ım Tietzeho věty a

vlastnosti ideálu dále ukažte, že existuje g ∈ I, která nabývá hodnot z [0, 1] a je rovna 1 na H.



Z toho nakonec odvod’te, že každou funkci nulovou na F lze libovolně přesně aproximovat funkćı

z I.

Př́ıklad 39. Necht’ A = Mn, kde n ≥ 2. Ukažte, že jediný vlastńı oboustranný ideál v A
je nulový.

Návod: Předpokládejte, že I je nenulový ideál. Ukažte, že obsahuje alespoň jednu matici, která

má právě jeden nenulový prvek, z toho následně odvod’te, že obsahuje všechny takové matice.

Př́ıklad 40. Necht’A = `1(G), kde (G,+) je komutativńı grupa (viz Př́ıklad 12). Připomeňme,
že pak A∗ = `∞(G). Ukažte, že ϕ ∈ `∞(G) patř́ı do ∆(A), právě když je to gru-
pový homomorfismus do jednotkové kružnice (tj. ϕ : G → T a pro g1, g2 ∈ G plat́ı
ϕ(g1 + g2) = ϕ(g1)ϕ(g2)).

Návod: Uvažte, že eg1 ∗ eg2 = eg1+g2. K tomu, že hodnoty jsou v T použijte omezenost ϕ a

grupové operace.

Př́ıklad 41. Necht’ A = `1(Z).

(1) Popǐste ∆(A) a vysvětlete, jak rozumět v tomto př́ıpadě rovnosti ∆(A) = T.
(2) Popǐste Gelfandovu transformaci A a pomoćı ńı vyjádřete spektrum obecného

prvku A.
(3) Je Gelfandova transformace prostá? Pokud ano, jak vypadá inverzńı zobrazeńı?
(4) Jaký je obor hodnot Gelfandovy transformace? Je na?

Návod: (1) Použijte Př́ıklad 40 a uvažte zobrazeńı ∆(A) 3 ϕ 7→ ϕ(1). (3) Použijte znalosti

Fourierových řad. (4) Ne každá spojitá funkce má absolutně konvergentńı Fourierovu řadu.

Př́ıklad 42. Necht’ A = `1(Zn), kde n ∈ N, n ≥ 2.

(1) Popǐste ∆(A) a ukažte, že má právě n prvk̊u.
(2) Popǐste Gelfandovu transformaci A a pomoćı ńı vyjádřete spektrum obecného

prvku A.
(3) Je Gelfandova transformace prostá? Pokud ano, jak vypadá inverzńı zobrazeńı?
(4) Jaký je obor hodnot Gelfandovy transformace? Je na?

Návod: (1) Použijte Př́ıklad 40 a uvažte zobrazeńı ∆(A) 3 ϕ 7→ ϕ(1). (3,4) Mimo jiné využijte

vlastnosti prostor̊u konečné dimenze.

Př́ıklad 43. Necht’ A = L1(Rn) (viz Př́ıklad 14). Připomeňme, že A∗ = L∞(Rn). Dále
plat́ı

∆(A) = {ϕ : Rn → T;ϕ je spojitá a ∀x,y ∈ Rn : ϕ(x + y) = ϕ(x) · ϕ(y)},
což je známý netriviálńı fakt.

(1) Ukažte, že prvky ∆(A) jsou právě funkce x 7→ ei〈x,y〉, kde y ∈ Rn.
(2) Vysvětlete, jak rozumět často uváděné rovnosti ∆(A) = Rn.
(3) Popǐste Gelfandovu transformaci A a vysvětlete jej́ı vztah k Fourierově transfor-

maci.



Př́ıklad 44. Uvažme T jako kompaktńı grupu s operaćı násobeńı, tj. T = {eit; t ∈
[0, 2π)} = {eit; t ∈ R}. Necht’ A = L1(T) se standardńı normou a s násobeńım defi-
novaným pomoćı konvoluce, tj.

‖f‖ =
1

π

∫ 2π

0

∣∣f(eit)
∣∣ dt, (f ∗ g)(eit) =

1

2π

∫ 2π

0

f(eis)g(ei(t−s)) ds.

(1) Ukažte, že A je komutativńı Banachova algebra bez jednotky.
(2) S využit́ım reprezentace A∗ = L∞(T) a známého netriviálńıho faktu, že

∆(A) = {ϕ : T→ T;ϕ je spojitá a ∀x, y ∈ T : ϕ(x · y) = ϕ(x) · ϕ(y)},
ukažte, že prvky ∆(A) jsou právě funkce x 7→ xn pro n ∈ Z (resp. eit 7→ eint).

(3) Vysvětlete, jak rozumět často uváděné rovnosti ∆(A) = Z.
(4) Popǐste Gelfandovu transformaci A a vysvětlete jej́ı vztah k Fourierovým řadám.

Návod: (1) Ukažte, že jde o jiný popis algebry z Př́ıkladu 15.

Př́ıklad 45. Necht’ A je komutativńı Banachova algebra s jednotkou, která má konečnou
dimenzi. Ukažte, že pro každé x ∈ A je σ(x) konečná množina, která má nejvýše dimA
prvk̊u.

Návod: Necht’ x ∈ A. Z předpoklad̊u plyne, že existuje k ≤ n, že prvek xk je lineárńı kombinaćı

prvk̊u 1, x, . . . , xk−1. Pro ϕ ∈ ∆(A) tedy muśı být ϕ(x) kořenem jistého polynomu stupně k. Nav́ıc

σ(x) = {ϕ(x);ϕ ∈ ∆(A)} (viz Věta IV.24(e)).

K odd́ıl̊um IV.5 a IV.6 – C∗-algebry a spojitý funkčńı kalkulus

Př́ıklad 46. Ukažte, že na Banachově algebře `1(Z) (viz Př́ıklad 12) neexistuje involuce,
se kterou by to byla C∗-algebra.

Návod: Uvažte Gelfandovu transformaci (viz Př́ıklad 41) a ukažte, že jej́ı obor hodnot je vlastńı

hustý podprostor C(T). Následně použijte Větu IV.33.

Př́ıklad 47. Ukažte, že na Banachově algebře L1(R) (viz Př́ıklad 14) neexistuje involuce,
se kterou by to byla C∗-algebra.

Návod: Uvažte Gelfandovu transformaci a jej́ı vztah k Fourierově transformaci (viz Př́ıklad 43),

použijte známý fakt, že Fourierova transformace neńı na C0(Rn) a Větu IV.33.

Př́ıklad 48. Necht’ A = C(K), necht’ g ∈ A a necht’ F je funkce spojitá na σ(g) = g(K).
Ukažte, že F̃ (g) = F ◦ g.

Př́ıklad 49. (1) Necht’ A je komutativńı C∗-algebra a x ∈ A. Ukažte, že x je samo-
adjungovaný, právě když σ(x) ⊂ R.

(2) Plat́ı tato ekvivalence i pro nekomutativńı C∗-algebry?

Návod: (1) Pro implikaci ⇒ použijte Tvrzeńı IV.32. Pro opačnou implikaci si uvědomte, že

tvrzeńı plat́ı v C0(T ) a použijte Větu IV.33. (2) Protipř́ıklad na implikaci ⇐ najděte v maticové

algebře M2.

Př́ıklad 50. Necht’ A je C∗-algebra. Řekneme, že prvek x ∈ A je nez�aporn�y, pokud je
samoadjungovaný a σ(x) ⊂ [0,+∞).

Ukažte, že každý samoadjungovaný prvek lze vyjádřit jako rozd́ıl dvou nezáporných
prvk̊u.

Návod: Použijte spojitý funkčńı kalkulus pro funkce t 7→ t+ a t 7→ t−.



Př́ıklad 51. Necht’ A je C∗-algebra s jednotkou, x ∈ A normálńı prvek a f ∈ C(σ(x)).

(1) Ukažte, že f̃(x) je normálńı prvek.

(2) Ukažte, že f̃(x) je samoadjungovaný prvek, právě když funkce f nabývá pouze
reálných hodnot.

(3) Ukažte, že f̃(x) je nezáporný prvek, právě když funkce f nabývá pouze nezáporných
hodnot.

(4) Ukažte, že f̃(x) je invertibilńı prvek, právě když funkce f nenabývá hodnoty 0.

Př́ıklad 52. Necht’ A je C∗-algebra a x, y ∈ A jsou dva nezáporné prvky, které komutuj́ı
(tj. xy = yx). Ukažte, že xy je také nezáporný prvek.

Návod: Necht’ B je uzavřená podalgebra A generovaná x a y. Pak B je komutativńı C∗-algebra.

Použijte Větu IV.33 a skutečnost, že tvrzeńı plat́ı v C0(Ω).

Př́ıklad 53. Necht’ A je C∗-algebra s jednotkou e a x ∈ A je normálńı prvek. Označme
B uzavřenou podalgebru A generovanou prvky x, x∗, e a B0 uzavřenou podalgebru A
generovanou prvky x, x∗.

(1) Ukažte, že B = B0, právě když x je invertibilńı v A.

(2) Necht’ f ∈ C(σ(x)). Ukažte, že f̃(x) ∈ B.

(3) Necht’ f ∈ C(σ(x)). Ukažte, že f̃(x) ∈ B0, právě když bud’ x je invertibilńı nebo
f(0) = 0.

Návod: (1) Implikace⇐ je zřejmá. Pokud x neńı invertibilńı, odvod’te z Věty IV.39, že B0 ne-

obsahuje e. (2) Použijte Větu IV.38. (3) Implikace⇐ plyne z (1) a z Věty IV.39. Předpokládejme,

že x neńı invertibilńı (tj. 0 ∈ σ(x)) a f(0) 6= 0. Protože funkčńı kalkulus je izomorfismus C(σ(x))

na B a zároveň izomorfismus C0(σ(x) \ {0}) na B0, stač́ı si uvědomit, že f /∈ C0(σ(x) \ {0}).

Př́ıklad 54. Mějme stejnou situaci jako v Př́ıkladu 53 a nav́ıc necht’ f ∈ C(σ(x)).

Označme D uzavřenou podalgebru A generovanou prvky f̃(x), f̃(x)∗, e a D0 uzavřenou

podalgebru A generovanou prvky f̃(x), f̃(x)∗.

(1) Ukažte, že D ⊂ B a D0 ⊂ B0.
(2) Ukažte, že D = D0, právě když f nenabývá nuly.
(3) Uvažme diagram

∆(B)
hx //

r

��

σ(x)

f
��

∆(D)
hf̃(x)

// σ(f̃(x))

,

kde r(ϕ) = ϕ|D pro ϕ ∈ ∆(B) a hx a hf̃(x) jsou zobrazeńı z konstrukce spojitého

kalkulu ve Větě IV.38, tj. hx(ϕ) = ϕ(x) a hf̃(x)(ψ) = ψ(f̃(x)). Ukažte, že tento
diagram komutuje, tj. f ◦ hx = hf̃(x) ◦ r.

(4) Z předchoźıho bodu odvod’te, že pro každou g ∈ C(σ(f̃(x))) plat́ı g̃(f̃(x)) =

g̃ ◦ f(x).

Návod: (2) Použijte Př́ıklad 53(1). (3) Je třeba dokázat ϕ(f̃(x)) = f(ϕ(x)). K tomu použijte

definici spojitého funkčńıho kalkulu a definici Gelfandovy transformace. (4) Použijte bod (3) a

definici spojitého funkčńıho kalkulu.



Př́ıklad 55. Necht’ A je C∗-algebra a x ∈ A je nezáporný prvek.

(1) Ukažte, že existuje nezáporný prvek y ∈ A splňuj́ıćı y2 = x.
(2) Je takové y jednoznačně určeno?

Návod: (1) Použijte spojitý kalkulus pro funkci t 7→
√
t na prvek x. (2) Necht’ z je nezáporný

prvek splňuj́ıćı z2 = x a y je prvek źıskaný postupem z bodu (1). Pomoćı Př́ıkladu 54(4) apliko-

vaného na f(t) = t2 a g(t) =
√
t ukažte, že z = y.


