VI1II.3 Lebesgue-Bochnerovy prostory

Definice. Necht f: Q — X je silné p-méfitelna.

e Necht p € [1,00). Rekneme, ze funkce f patii do LP(u; X) (podrobngji do LP(2, 3, u; X)), pokud
funkce w — || f(w)||” je integrovatelna. Pro takovou funkci poloZime

11, = ( s du) "

e Rekneme, 7e f patii do L>(u; X) (podrobnéji do L>=(Q, X, u; X)), pokud funkce w — || f(w)]| je
esencialné omezena. Pro takovou funkci polozime

1/l = esssup [ f(w)]]-
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Poznamky:
(1) Je-lip € [1,00), pak jednoduché integrovatelné funkce patii do L?(u; X). Pokud f = Zle TiXE;,
kde F1,...,F; € X jsou po dvou disjunktni a x1,...,z; € X, pak
1/p
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(2) Jednoduché méritelné funkce patii do L™ (p; X). Je-li f tvaru jako v pfedchozim bodé, pak

[flloe = max{{lz;]l;5 € {1,...,k} & u(E;) > 0}.
(3) Je-lip € [1,00], h € LP(u) a x € X, pak funkce f : Q@ — X definovana vzorcem f(w) = h(w) -z
patii do LP(u; X) a plati || f[|, = [[h]l, - ||lz[|. Znacime f = h-z.
Véta 14.

(a) Necht'p € [1,00]. Po ztotoznéni funkci, které se rovnaji skoro vsude, je prostor (L (u; X), [-[[,)
Banachuv prostor.

(b) Prostor L(u; X) je tvoien pravé bochnerovsky integrovatelnymi funkcemi (presnéji piislusnymi
tiidami ekvivalence).

(c) Je-li X Hilbertiiv prostor se skaldrnim sou¢inem (-, ), je i L?(u; X ) Hilbertiiv prostor se skaldrnim
soucinem definovanym vzorcem

(F9) = [ (7). 9) du@), f9.€ P ).
(d) Je-li mira pu konecna, pak pro kazdé 1 < p < q < oo plati
L®(p; X) C L(p; X) € LP(p; X) C L* (113 X).

Véta 15. Necht' p € [1,00).

(a) Jednoduché integrovatelné funkce tvori husty podprostor LP(u; X).
(b) Pokud jsou prostory LP(u) a X separabilni, pak i prostor LP(u; X) je separabilni.



Piiklady 16.

(1) Necht G C R"™ je lebesgueovsky méritelna mnozina kladné miry a p € [1,00]. Pak symbolem
L?(G; X) znac¢ime prostor LP(u; X), kde p je ziuzeni Lebesgueovy n-rozmérné miry na G. Je-li
p € [1,00) a X je separabilni, pak LP(G; X) je separabilni.

(2) Necht u je s¢itaci mira na N a p € [1,00]. Pak prostor LP(u; X) se znac¢i ¢?(X) a lze ho vyjadiit
jako

P(X) = {(2n) € X" ) ||za|” < 00} prop € [1,00),

n=1

(X)) ={(zn) € XN;sungnH < o0}
ne

Piislusna norma je pak definovana vzorcem

oo 1/p
[(@n)ll, = (Z H%H”) , (wn) € £P(X),p € [1,00),

[(@n)lloe = sup zall,  (25) € £7°(X).
neN

Je-li X separabilni a p € [1,00), je i ¢P(X) separabilni.
Poznamky o reprezentaci dualnich prostoru: Necht p € [1,00) a p* € (1,00] je dudlni exponent.
Pak plati:

(1) Dual k prostoru £7(X) je kanonicky izometricky prostoru ¢7” (X*). Pfesnéji, pokud posloupnost
(¢n) patii do 7" (X*), pak piedpis

(zn) = Z Pn(Tn), (zn) € LP(X)

definuje spojity linedrni funkcional, jehoz norma je rovna ||(¢n)llgm+ (y+). Navic kazdy spojity
linearni funkcional je takovéhoto tvaru.

(2) Je-li X reflexivni a p o-koneénd, pak dudl k prostoru L (u; X) je kanonicky izometricky prostoru
LP" (u; X*). Piesnéji, pokud g € LP (u; X), pak piedpis

fo / (@) (F@))dp,  f € LP(u: X)

definuje spojity linedrni funkcional, jehoZ norma je rovna |g|| Lo (ux+)- Navic kazdy spojity
linearni funkcional je takovéhoto tvaru.
(3) Dikaz bodu (1) neni tézky, je analogicky dtikazu reprezentace dudlu k ¢P. Dukaz bodu (2)
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pro obecnéjsi X, ale ne pro kazdé X. Piesnd podminka pro platnost bodu (2) pro libovolnou
o-konec¢nou miru je nasledujici:

VY CC X separabilni: Y* je separabilni.

Tato podminka je ekvivalentni tomu, ze X* ma Radon-Nikodymovu vlastnost, tj. platnosti nasle-
dujici verze Radon-Nikodymovy véty:

Vm : ¥ — X* o-aditivnf, m < p = 3f € L*(u, X*)VA € Z:m(A) = (B)/ fdp.
A

(4) Pokud X je reflexivni a p € (1,00), je i LP(u; X) reflexivni.



