V.6 Rozsirovaci a oddélovaci véty

Definice. Necht X je LCS nad F. Symbolem X* budeme znadit vektorovy prostor vSech
spojitych linearnich funkcionala f : X — F. Prostor X* nazyvame dudlnim prostorem (¢i
dualem) prostoru X.

Poznamky:

(1) Pro oznaceni dudlniho prostoru se nékdy pouziva symbol X’. V literatufe znaceni
kolisa. My budeme pouzivat pro ,spojity dual“, tj. pro prostor vSech spojitych
linearnich funkcionalt, symbol X*. Pro ,algebraicky dual“, tj. pro prostor vsech
linearnich funkcionalti, budeme pouzivat symbol X7.

(2) X* definujeme pouze jako vektorovy prostor, prozatim na ném nedefinujeme
zaddnou topologii. V dalsich oddilech si ukazeme jednu prirozenou topologii na
X*. Prirozenych topologii na X™* ovSem existuje vice.

Véta 31 (Hahn-Banachova rozsifovaci véta).  Necht X je LCS nad F, Y CC X a
f € Y*. Pak existuje g € X* spliujici gly = f.

Dusledek 32 (oddélovani od podprostoru).  Necht X je LCS, Y uzavieny podprostor
X ax € X \Y. Pak existuje f € X* spliujici fly =0 a f(z) = 1.

Dusledek 33 (dtkaz hustoty pomoci Hahn-Banachovy véty). Necht X je LCS a
Z CCY cC X. Pak Z je husty v Y, pravé kdyz
VieX*: flz=0= fly =0.

Dusledek 34 (duél oddéluje body).  Necht X je HLCS. Pak pro kazdé x € X \ {0}
existuje f € X*, pro které je f(z) # 0.
Véta 35 (oddélovaci Hahn-Banachova véta).  Necht X je LCS, A, B C X neprazdné
disjunktni konvexni mnoziny.

(a) Pokud A ma neprazdny vnitiek, pak existuje f € X*\ {0} a ¢ € R, Ze plati

Va € AVb € B : Re f(a) < ¢ < Re f(b).
(b) Pokud A je kompaktni a B uzaviena, pak existuje f € X* a ¢,d € R, ze plati
Va € AVb € B:Re f(a) <c<d<Ref(h).

Dusledek 36. Necht X je LCS, A C X neprdazdna mnozina a v € X. Pak plati:
(a) x € X \ CoA, pravé kdyz existuje f € X* spliiujici
Re f(x) > sup{Re f(a);a € A}.
(b) z € X \ acoA, prave kdyz existuje f € X* spliujici
|f (z)| > sup{|f(a)|;a € A}.

Poznamka. Pro obecné TVS je situace nasledujici:

e Dualni prostor X* lze definovat stejné. Muze vSak byt trividlni — i kdyz X je
netrivialni HTVS, mize se stat, ze X* = {0} (to nastavd napfiklad pro X =
L?((0,1)), kde p € (0,1)). Proto Dusledek 34 pro TVS neplati.

e Pro TVS neplati Véta 31 ani Dtsledky 32 a 33.

e Bod (a) Véty 35 plati i v TVS (se stejnym diikazem), bod (b) ani Dusledek 36
neplati.



