
V. Omezené a neomezené operátory na Hilbertovýh prostoreh

Úmluva. V této kapitole uva¾ujeme Banah prostory nad tìlesem komplexníh èísel (kromì oddílu V.2 nebo

pokud expliitnì není øeèeno jinak). Speiálnì, praujeme s komplexními Hilbertovými prostory.

V.1 Rùzné typy omezenýh operátorù na Hilbertovýh prostoreh a jejih vlastnosti

Pøipomenutí: Neh» H a K jsou Hilbertovy prostory.

(1) L(H,K) oznaèuje Banahùv prostor v¹eh omezenýh lineárníh operátorù T : H → K opatøený operá-

torovou normou. L(H) je zkratka pro L(H,H).

(2) Pro ka¾dé T ∈ L(H,K) existuje právì jeden operátor T ∗ ∈ L(K,H), nazývaná adjungovaný operátor k T

splòujíí

〈Tx, y〉K = 〈x, T ∗y〉H for x ∈ H and y ∈ K.

(3) Zobrazení T 7→ T ∗
je involue na L(H), L(H) je pak C∗

-algebra. Tedy pojmy a výsledky z Kapitoly

IV mù¾eme aplikovat na L(H). To platí mj. pro spektrum, spektrální polomìr, rezolventní mno¾ina,

rezolventa, holomorfní funkèní kalkulus, samoadjungované, normální a unitární prvky a spojitý funkèní

kalkulus pro normální prvky.

(4) Pro x, y ∈ H následujíí platí polarizaèní rovnost:

〈x, y〉 = 1
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(

‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 + i ‖x+ iy‖2 − i ‖x− iy‖2
)

.

De�nie. Neh» H a K jsou Hilbertovy prostory. Operátor T ∈ L(H,K) se nazývá unitární, pokud T ∗
= T−1

, tj.

pokud T ∗T = IH a TT ∗
= IK .

Tvrzení 1 (harakterizae unitárníh operátorù). Neh» H a K jsou Hilbertovy prostory a T ∈ L(H,K).

Uva¾me následujíí podmínky:

(i) T je unitární.

(ii) T je izometrie H na K.

(iii) T je izometrie H do K.

(iv) 〈Tx, T y〉K = 〈x, y〉H for x, y ∈ H .

Pak (i) ⇔ (ii) ⇒ (iii) ⇔ (iv). Jestli¾e T je na, jsou v¹ehny podmínky ekvivalentní.

De�nie. Neh» X je Banahùv prostor, T ∈ L(X) and λ ∈ σ(T ).

• Øíkáme, ¾e λ je vlastní èíslo T , pokud λI −T není prostý, tj. pokud existuje x ∈ X \ {o}, pro které Tx = λx

(pak x je vlastní èíslo pøíslu¹né λ). Mno¾inu vlastníh èísel nazýváme bodové spektrum T a znaèíme σp(T ).

• Øíkáme, ¾e λ je pøibli¾né vlastní èíslo T , pokud existuje posloupnost jednotkovýh vektorù (xn), pro kterou

platí (λI − T )xn → o. Mno¾ina v¹eh pøibli¾nýh vlastníh èísel se nazývá pøibli¾né bodové spektrum T a

znaèí se σap(T ).

• Øíkáme, ¾e λ patøí do spojitého spektra σc(T ), pokud λI − T je prostý, má hustý obor hodnot, ale není na.

• Øíkáme, ¾e λ patøí do zbytkového spektra σr(T ) (té¾ zvaného ompression spetrum), pokud λI − T je prostý

a jeho obor hodnot není hustý.

Tvrzení 2 (o podmno¾nináh spektra). Neh» X je Banahùv prostor a T ∈ L(X). Pak platí:

(a) σp(T ) ⊂ σap(T ).

(b) λ ∈ C \ σap(T ), právì kdy¾ λI − T je izomor�smus X do X .

() σ(T ) = σap(T ) ∪ σr(T ).

(d) σc(T ) = σap(T ) \ (σp(T ) ∪ σr(T ))) = σ(T ) \ (σp(T ) ∪ σr(T )).

(e) λ ∈ σr(T ) \ σap(T ), právì kdy¾ λI − T je izomor�smus X na vlastní uzavøený podprostor X .

De�nie. Neh» H je Hilbertùv prostor a T ∈ L(H).

• Numeriký range T je mno¾ina W (T ) = {〈Tx, x〉 ;x ∈ H, ‖x‖ = 1}.
• Numeriký polomìr T je de�nován vzorem w(T ) = sup{|λ| ;λ ∈ W (T )} = sup{|〈Tx, x〉| ;x ∈ H, ‖x‖ = 1}.

Lemma 3 (polarizaèní vzore pro operátor). Neh» H je Hilbertùv prostor a T ∈ L(H). Pro x, y ∈ H platí:

〈Tx, y〉 = 1
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(〈T (x+ y), x+ y〉 − 〈T (x− y), x− y〉+ i 〈T (x+ iy), x+ iy〉 − i 〈T (x− iy), x− iy〉)

Tvrzení 4 (vlastnosti numerikého polomìru). Neh» H je Hilbertùv prostor.

(a) Numeriký polomìr w je ekvivalentní norma na L(H) splòujíí

1

2

‖T ‖ ≤ w(T ) ≤ ‖T ‖ pro T ∈ L(H).

(b) Pokud T ∈ L(H) a pro ka¾dé x ∈ H platí 〈Tx, x〉 = 0, pak T = 0.

() Pokud S, T ∈ L(H) a pro ka¾dé x ∈ H platí 〈Tx, x〉 = 〈Sx, x〉, pak S = T .

(d) Pro ka¾dé T ∈ L(H) je W (T ) souvislá podmno¾ina C .

(e) Pro ka¾dé T ∈ L(H) je σp(T ) ⊂ W (T ) a σ(T ) ⊂ W (T ).

(f) Pro ka¾dé T ∈ L(H) je w(T ) ≥ r(T ).



Tvrzení 5 (struktura normálníh operátorù). Neh» H je Hilbertùv prostor a T ∈ L(H). Operátor T je

normální, právì kdy¾ pro ka¾dé x ∈ H platí ‖Tx‖ = ‖T ∗x‖. Je-li T normální, pak platí následujíí tvrzení:

(a) kerT = kerT ∗
a kerT = (R(T ))⊥.

(b) R(T ) je hustý, právì kdy¾ T je prostý. Tedy, σr(T ) = ∅ a σ(T ) = σap(T ).

() Pokud λ ∈ C a x ∈ H , pak Tx = λx, právì kdy¾ T ∗x = λx. Speiálnì, σp(T
∗
) = {λ;λ ∈ σp(T )}.

(d) Jsou-li λ
1

, λ
2

∈ σp(T ) rùzná, pak ker(λ
1

I − T ) ⊥ ker(λ
2

I − T ).

Tvrzení 6 (harakterizae ortogonálníh projekí). Neh» H je Hilbertùv prostor at P ∈ L(H) je projeke (tj.

P 2

= P ). Pan následujíí podmínky jsou ekvivalentní:

(i) P je ortogonální projeke, tj. kerP ⊥ R(P ).

(ii) P je samoadjungovaný.

(iii) P je normální.

(iv) 〈Px, x〉 = ‖Px‖2 pro ka¾dé x ∈ H .

(v) 〈Px, x〉 ≥ 0 pro ka¾dé x ∈ H .

(vi) ‖P‖ ≤ 1.

Dále, jsou-li P,Q ∈ L(H) dvì ortogonální projeke, pak R(P ) ⊥ R(Q), právì kdy¾ PQ = 0. V tomto pøípadì

øíkáme, ¾e P a Q jsou navzájem kolmé (ortogonální).

Tvrzení 7 (spektrum samoadjungovaného operátoru). Neh» H je Hilbertùv prostor a T ∈ L(H).

(a) T je samoadjungovaný, právì kdy¾ W (T ) ⊂ R.

(b) Neh» T je samoadjungovaný. Polo¾me a = inf W (T ) a b = supW (T ). Pak σ(T ) ⊂ [a, b℄, a, b ∈ σ(T ),

‖T ‖ = max{|a| , |b|} a σ(T ) obsahuje aspoò jedno z èísel ‖T ‖, −‖T ‖.
() W (T ) ⊂ [0,∞), právì kdy¾ T je samoadjungovaný a σ(T ) ⊂ [0,∞).

Poznámky a de�nie.

(1) Operátory splòujíí dvì ekvivalentní podmínky z Tvrzení 7() se nazývají nezáporné.

(2) T ∗T je nezáporný operátor pro ka¾dé T ∈ L(H).

(3) Pro T ∈ L(H) de�nujeme |T | =
√
T ∗T (tj. aplikujeme spojitou funki t 7→

√
t na nezáporný operátor T ∗T ).

(4) Je-li T normální, vý¹e de�novaný operátor |T | splývá s operátorem, který dostaneme aplikaí spojité funke

λ 7→ |λ| na operátor T . Není-li T normální, pak |T | 6= |T ∗|.
(5) Operátor U ∈ L(H) se nazývá èásteèná izometrie, pokud existuje uzavøený podprostor H

1

⊂ H takový, ¾e

U |H
1

je izometrie H
1

do H a U |H⊥

1

= 0.

Vìta 8 (polární rozklad). Neh» H je Hilbertùv prostor a T ∈ L(H). Pak existuje právì jedna èásteèná izometrie

U ∈ L(H) splòujíí T = U |T | a U = 0 na R(|T |)⊥.
Pak U∗

je také èásteèná izometrie a platí |T | = U∗T a U∗
= 0 na R(T )⊥.

Vìta 9 (Hilbert-Shmidt). Neh» H je Hilbertùv prostor a T ∈ L(H) je kompaktní normální operátor. Pak

existuje ortonormální báze H slo¾ená z vlastníh vektorù T . Pokud T 6= 0, pak dále existuje ortonormální systém

(xk)k∈N a nenulová komplexní èísla (λk)k∈N , kde buï N = N nebo N = {1, 2, . . . ,m} pro nìjaké m ∈ N, splòujíí

Tx =

∑

k∈N λk 〈x, xk〉xk, x ∈ H.

Tvrzení 10. Neh» H je nekondeènìdimenzionální Hilbertùv prostor. Neh» T ∈ L(H) je kompaktní normální

operátor reprezentovaný jako ve Vìtì 9. Pak σ(T ) = {0} ∪ {λk; k ∈ N}. Pokud f ∈ C(σ(T )), pak
~f(T )x = f(0)x+

∑

k∈N (f(λk)− f(0)) 〈x, xk〉xk, x ∈ H.

Speiálnì,

~f(T ) je kompaktní, právì kdy¾ f(0) = 0.

Vìta 11 (Shmidtova reprezentae kompaktníh operátorù). Neh» H je Hilbertùv prostor a T ∈ L(H) je

nenulový kompaktní operátor. Pak existují ortonormální systems (ek)k∈N , (fk)k∈N a kladná èísla (αk)k∈N , kde

buï N = N nebo N = {1, 2, . . . ,m} pro nìjaké m ∈ N, splòujíí

Tx =

∑

k∈N αk 〈x, ek〉 fk, x ∈ H.

Poznámka: Jak bylo øeèeno na poèátku kapitoly, v¹e uvedené platí pro komplexní prostory. Pro reálné prostory

nìkteré z uvedenýh tvrzení platí ve stejné formì, nìkteré v pozmìnìné formì a nìkteré vùbe. Podrobnìji:

• Adjungovaný operátor lze de�novat i v reálném pøípadì zela stejnì. Polarizaèní identita je v reálném

pøípadì jednodu¹¹í: 〈x, y〉 = 1

4

(‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2). Tvrzení 1 a Tvrzení 6 platí pro reálné prostory beze

zmìn, s tým¾ dùkazem. Tvrzení 5 platí pro reálné prostory s upravenou formulaí.

• Spektrum z prinipu uva¾ujeme jen pro komplexní prostory, v reálném pøípadì (i λ byhom uva¾ovali reálné)

by mohlo být prázdné. Numeriký range a polomìr samozøejmì mù¾eme de�novat i v reálném pøípadì. Ale

Lemma 3 v reálném pøípadì neplatí (ani ¾ádná jeho analogie). To souvisí s tím, ¾e body (a)-() z Tvrzení 4

ani body (a),() z Tvrzení 7 v reálném pøípadì neplatí. Mù¾e se toti¾ stát, ¾e nenulový operátor má nulový

numeriký polomìr.

• V reálném pøípadì nìkterá tvrzení zùstávají v platnosti alespoò pro samoadjungované operátory (napøíklad

Tvrzení 7(b) a Vìta 9). Víe se tomu budeme vìnovat pozdìji, v závìru kapitoly VI.


