
VI.5 Doplòky k teorii neomezenýh operátorù

Tvrzení 24. Neh» E je abstraktní spektrální míra v Hilbertovì prostoru H de�novaná na

σ-algebøe A. Pro A-mìøitelnou funki f : C → C oznaème �(f) =
∫
f dE.

(1) Neh» x ∈ H. Oznaème Hx = {�(f)x; f ∈ Cb(C)}. Pak Hx je (ne nutnì uzavøený)

podprostor H a zobrazení Ux : f 7→ �(f)x je lineární izometrie prostoru L2(Ex,x) na

Hx.

(2) Existuje mno¾ina � ⊂ SH s vlastnostmi:

◦ Hx ⊥ Hy pro x, y ∈ �, x 6= y.

◦ span(

⋃
x∈�Hx) je hustý podprostor H.

(3) Neh» 
 = �× C. Neh»

~A = {A ⊂ 
; ∀x ∈ � : {λ ∈ C; (x, λ) ∈ A} ∈ A}

a

µ(A) =

∑

x∈�

Ex,x({λ ∈ C; (x, λ) ∈ A}), A ∈ ~A.

Pak (
, ~A, µ) je prostor s nezápornou mírou. Naví zobrazení U : L2(µ) → H de�nované

vzorem

U(g) =
∑

x∈�

�(λ 7→ g(x, λ))x, g ∈ L2(µ)

je lineární izometrie L2(µ) na H.

(4) Neh» f : C → C je A-mìøitelná funke. Pak �(f) = UM
~fU

∗
, kde

~f(x, λ) = f(λ), (x, λ) ∈ 


a M
~f je operátor na L2(µ) daný vzorem

M
~fg =

~f · g, g ∈ D(M
~f ) = {g ∈ L2(µ); ~f · g ∈ L2(µ)}.

Vìta 25 (diagonalizae normálního operátoru). Neh» T je normální operátor na Hilbertovì

prostoru H. Pak T je unitárnì ekvivalentní vhodnému operátoru násobení. Tj. existuje nezá-

porná míra µ, unitární operátor U : L2(µ) → H a µ-mìøitelná funke f , ¾e T = UMfU
∗
, kde

Mf je de�nován jako v Tvrzení 24. Naví platí:

(a) Je-li T samoadjungovaný, f lze zvolit reálnì hodnotovou.

(b) Je-li T omezený, f lze zvolit omezenou.

() Je-li H separabilní, µ lze zvolit σ-koneènou.

Vìta 26 (jiné vyjádøení spektrálního rozkladu samoadjungovaného operátoru). Neh» T je

samoadjungovaný operátor na H a E jeho spektrální míra (z Vìty 17). Pak E(C \R) = 0. Pro

λ ∈ R polo¾me Eλ = E((−∞, λ℄). Pak platí:

(a) Eλ je ortogonální projeke pro ka¾dé λ ∈ R.

(b) EλEµ = EµEλ = E
min{λ,µ} pro λ, µ ∈ R.

() lim

µ→λ+
Eµx = Eλx pro ka¾dé x ∈ H a λ ∈ R.

(d) Pokud λ není vlastní èíslo T , pak lim

µ→λ−
Eµx = Eλx pro ka¾dé x ∈ H.

(e) Pokud λ je vlastní èíslo T , pak vzore Pλx = lim

µ→λ−
Eµx, x ∈ H, de�nuje ortogonální

projeki, pro kterou Eλ−Pλ je té¾ ortogonální projeke a naví R(Eλ−Pλ) = Ker(λI−
T ).

(f) lim

µ→−∞
Eµx = 0 a lim

µ→+∞
Eµx = x pro ka¾dé x ∈ H.

(g) Reálné èíslo λ patøí do ρ(T ), právì kdy¾ zobrazení µ 7→ Eµ je konstantní na nìjakém

okolí λ.



Vìta 27 (samoadjungované operátory na reálném Hilbertovì prostoru). Neh» H je reálný

Hilbertùv prostor a T operátor na H. Pak lze de�novat T ∗
stejnì jako v komplexním pøípadì

(viz oddíl V.4). Neh» HC je hilbertovská komplexi�kae H, tj. prostor HC = H + iH =

{x+ iy;x, y ∈ H} opatøený skalárním souèinem

〈x+ iy, u+ iv〉 = 〈x, u〉+ 〈y, v〉+ i 〈y, u〉 − i 〈x, v〉 , x+ iy, u+ iv ∈ HC .

De�nujme operátor TC na HC pøedpisem

TC(x+ iy) = T (x) + iT (y), x+ iy ∈ D(TC) = D(T ) + iD(T ).

Pak platí

(a) Je-li T hustì de�novaný, pak TC je té¾ hustì de�novaný a (TC)
∗
= (T ∗

)C .

(b) Je-li T ∈ L(H), pak TC ∈ L(HC) a ‖TC‖ = ‖T‖.
() Je-li T samoadjungovaný, pak TC je té¾ samoadjungovaný a naví pro λ ∈ R platí

λI − T je invertibilní v L(H) ⇔ λIC − TC je invertibilní v L(HC).

(d) Neh» T je samoadjungovaný a E je spektrální míra TC , A neh» je pøíslu¹ná σ-algebra.

Pak vzore

ER(A) = E(A)|H , A ∈ A

de�nuje \reálnou spektrální míru" na R a platí T =

∫
id dER.

Dùsledek 28. Neh» H je reálný Hilbertùv prostor.

(i) Je-li T ∈ L(H) samoadjungovaný, pak σ(T ) je neprázdná kompaktní podmno¾ina R.

Naví pro reálnou spojitou funki f na σ(T ) lze de�novat

~f(T ) (jako restriki

~f(TC) na

H). Pøiøazení f 7→ ~f(T ) splòuje podmínky (a){(e) z Vìty IV.38 (po zøejmýh úpraváh).

(ii) Je-li T ∈ L(H), lze de�novat operátor |T | =
√
T ∗T (jako v oddílu V.1). Vìta V.8 tedy

platí pro reálné prostory.

(iii) Je-li T ∈ L(H) kompaktní samoadjungovaný, platí tvrzení Vìty V.9 (s tím, ¾e èísla λk

jsou reálná). Dále platí i tvrzení Vìty V.10 pro reálnou funki f .

(iv) Je-li T ∈ L(H) kompaktní, platí tvrzení Vìty V.11.


