
VII. Víe o lokálnì konvexníh topologiíh

Pøipomenutí:

• Lokálnì konvexní prostor je vektorový prostor X nad F opatøený topologií T s vlastnostmi:

◦ Zobrazení (x, y) 7→ x+ y je spojité zobrazení X ×X → X.

◦ Zobrazení (t, x) 7→ t · x je spojité zobrazení F×X → X.

◦ Existuje báze okolí nuly tvoøená konvexními mno¾inami.

• Neh» X je vektorový prostor nad F a U neprázdný systém jeho podmno¾in s vlastnostmi:

(a) Prvky U jsou absolutnì konvexní a pohlujíí.

(b) Pro ka¾dé U ∈ U existuje V ∈ U splòujíí 2V ⊂ U .

() Pro ka¾dé dva prvky U, V ∈ U existuje W ∈ U splòujíí W ⊂ U ∩ V .

Pak existuje právì jedna lokálnì konvexní topologie na X, pro ní¾ je U báze okolí nuly. Tato

topologie je Hausdor�ova, právì kdy¾

⋂

U = {o}.

Obráenì, ka¾dý lokálnì konvexní prostor má bázi okolí nuly U s vlastnostmi (a)-(). Naví

lze bázi U volit tvoøenou otevøenými mno¾inami.

• Neh» X je vektorový prostor nad F a P je neprázdný systém pseudonorem na X. Pak systém

U = {{x ∈ X; p
1

(x) < c
1

, . . . , pn(x) < cn}; p1, . . . , pn ∈ P , c
1

, . . . , cn ∈ (0,∞)}

je bází okolí nuly nìjaké (jednoznaènì urèené) lokálnì konvexní topologie na X.

Obráenì, ka¾dá lokálnì konvexní topologie na X je takto de�novaná nìjakým systémem

pseudonorem, napøíklad systémem v¹eh spojitýh pseudonorem.

Naví, je-li topologie T generována systémem pseudonorem P , pak pseudonorma p je T -

spojitá, právì kdy¾ existují p
1

, . . . , pn ∈ P a c > 0, ¾e p ≤ c ·max{p
1

, . . . , pn}.

VII.1 Svaz lokálnì konvexníh topologií a topologie souhlasíí s dualitou

Znaèení: Neh» X je vektorový prostor. Oznaème symbolem LC(X) systém v¹eh lokálnì konvexníh

topologií na X.

Tvrzení 1. Neh» X je vektorový prostor. Pak je LC(X) úplný svaz. Tj., je-li F ⊂ LC(X) libovolný

neprázdný podsystém, pak existuje nejslab¹í lokálnì konvexní topologie jemnìj¹í ne¾ v¹ehny prvky F

(tu znaèíme supF) a nejsilnìj¹í lokálnì konvexní topologie slab¹í ne¾ v¹ehny prvky F (tu znaèíme

inf F). Lze je popsat následovnì:

• supF je generovaná systémem v¹eh pseudonorem, které jsou spojité v nìjaké topologii ze sys-

tému F.

• inf F je generována systémem v¹eh pseudonorem, které jsou spojité ve v¹eh topologiíh ze

systému F.

Poznámky:

(1) Pokud aspoò jeden prvek F je Hausdor�ova topologie, je i supF Hausdor�ova topologie.

(2) supLC(X) je nejsilnìj¹í lokálnì konvexní topologie. Bázi okolí nuly tvoøí v¹ehny pohlujíí ab-

solutnì konvexní mno¾iny. V¹ehny pseudonormy jsou v ní spojité, je tedy generována systémem

v¹eh pseudonorem naX. V¹ehny lineární funkionály jsou v ní spojité, tedy (X, supLC(X))

∗
=

X#

(algebraiký duál X).

(3) inf LC(X) je indiskrétní topologie, jediné okolí nuly je elý prostorX, jediná spojitá pseudonorma

je nulová a jediný spojitý lineární funkionál je nulový.

(4) Je-li dimX < ∞, existuje na X jediná Hausdor�ova lokálnì konvexní topologie.

(5) Neh» dimX = ∞. Pak inf F nemusí být Hausdor�ova topologie, i kdy¾ jsou v¹ehny její prvky

Hausdor�ovy. Dokone in�mum systému v¹eh Hausdor�ovýh lokálnì konvexníh topologií je

indiskrétní topologie.

Lemma 2. Neh» X je vektorový prostor, f : X → F lineární funkionál a p
1

, . . . , pn pseudonormy na

X. Pokud |f | ≤ max{p
1

, . . . , pn}, pak existují lineární funkionály f
1

, . . . , fn, a èísla t
1

, . . . , tn ∈ [0, 1℄

splòujíí

(i) |fj | ≤ pj pro j = 1, . . . , n;

(ii) f = t
1

f
1

+ t
2

f
2

+ · · · + tnfn;

(iii) t
1

+ t
2

+ · · · + tn = 1.



Tvrzení 3. Neh» X je vektorový prostor a F ⊂ LC(X) je libovolný neprázdný podsystém. Pak platí

(X, supF)

∗
= span

(

⋃

T ∈F

(X,T )

∗

)

, (X, inf F)

∗
=

⋂

T ∈F

(X,T )

∗.

De�nie. Neh» X je vektorový prostor a M ⊂⊂ X⊥
.

• Oznaème

LC(X,M) = {T ∈ LC(X); (X,T )

∗
= M}.

Pokud X je lokálnì konvexní prostor aM = X∗
, pak se topologie ze systému LC(X,X∗

) nazývají

pøípustné topologie nebo topologie souhlasíí s dualitou.

• Dle Tvrzení 3 má systém LC(X,M) nejmen¹í a nejvìt¹í prvek, tj.

inf LC(X,M) ∈ LC(X,M) a supLC(X,M).

Nejmen¹í prvek se nazývá slabá topologie generovaná M a znaèí se σ(X,M) (splývá se slabou

topologií z oddílu II.1). Nejvìt¹í prvek se nazývá Makeyho topologie generovaná M , budeme ji

znaèit µ(X,M). (Èasto se znaèí τ(X,M).)

Lemma 4. Neh» (X,T ) je LCS. Uva¾me X∗
jako podprostor X#

a uva¾ujme topologie σ(X∗,X)

na X∗
a σ(X#,X) na X#

. Pak platí:

(a) Topologie σ(X#,X) je Hausdor�ova. Topologie σ(X∗,X) splývá s topologií podprostoru gene-

rovanou σ(X#,X).

(b) Je-li T Hausdor�ova, je X∗ σ(X#,X)-hustý podprostor X#

.

() Neh» A ⊂ X∗
. Pak A je relativnì kompaktní v (X∗, σ(X∗,X)) (tj. její uzávìr je kompaktní),

právì kdy¾ platí následujíí dvì podmínky:

◦ A je σ(X∗,X)-omezená.

◦ A
σ(X#,X)

⊂ X∗
.

De�nie. Neh» X je vektorový prostor.

• Neh» A ⊂ X#

je σ(X#,X)-omezená mno¾ina. Symbolem qA budeme znaèit pseudonormu na

X de�novanou pøedpisem

qA(x) = sup{|f(x)| ; f ∈ A}, x ∈ X.

• Neh»A je neprázdný systém σ(X#,X)-omezenýh podmno¾inX#

. Pak topologií stejnomìrné kon-

vergene na prvíhA rozumíme lokálnì konvexní topologii naX generovanou systémem pseudonorem

{qA;A ∈ A}.

Lemma 5. Neh» X je vektorový prostor, A ⊂ X#

je σ(X#,X)-omezená mno¾ina a f ∈ X#

. Pak

platí

|f | ≤ qA ⇔ f ∈ aoA
σ(X#,X)

.

Vìta 6 (Makey-Arens). Neh» X je vektorový prostor a M ⊂⊂ X#

. Pak topologie µ(X,M) splývá

s topologií stejnomìrné konvergene na absolutnì konvexníh σ(M,X)-kompaktníh podmno¾ináh M .

Tvrzení 7. Neh» (X,T ) je metrizovatelný LCS. Pak platí:

(a) (X∗, σ(X∗,X)) je σ-kompaktní.

(b) µ(X,X∗
) = T .

Dùsledek 8. Neh» X je normovaný lineární prostor. Pak topologie µ(X,X∗
) je normová topologie

na X.

Pøíklad 9. Neh» X je Banahùv prostor.

(1) Topologie µ(X∗,X) splývá s topologií stejnomìrné konvergene na absolutnì konvexníh slabì

kompaktníh podmno¾ináh X. Naví, topologie µ(X∗,X) splývá s normovou topologií na X,

právì kdy¾ X je reexivní.

(2) Uva¾me na X topologii stejnomìrné konvergene na absolutnì konvexníh slabì kompaktníh

podmno¾ináh X∗
, oznaème ji ρ. Pak ρ je pøípustná topologie na X, tj. (X, ρ)∗ = X∗

.


