
VII.4 Slabì kompaktní mno¾iny a operátory v Banahovýh prostoreh

Pøipomenutí, de�nie a poznámky: Neh» T je Hausdor�ùv úplnì regulární prostor a

A ⊂ T .

• Mno¾ina A se nazývá kompaktní, pokud z ka¾dého pokrytí A otevøenými mno¾inami lze

vybrat koneèné podpokrytí. Dále platí, ¾e A je kompaktní, právì kdy¾ ka¾dý net v A

má hromadný bod v A.

• Neh» (xν)ν∈� je net v T . Pøipomeòme, ¾e x ∈ T je hromadným bodem netu, jestli¾e

pro ka¾dé okolí U bodu x a ka¾dé ν
0

∈ � existuje ν ≥ ν
0

, pro které xν ∈ U . Dále,

x je hromadným bodem netu (xν)ν∈� ⇐⇒ x ∈
⋂

ν
0

∈�

{xν ; ν ≥ ν
0

}

⇐⇒ existuje podnet netu (xν)ν∈�, který konverguje k x.

• Mno¾ina A se nazývá relativnì kompaktní, pokud její uzávìr A je kompaktní podmno¾inou

T . Pøitom platí, ¾e A je relativnì kompaktní, právì kdy¾ ka¾dý net v A má hromadný

bod v T .

• Øíkáme, ¾e A je spoèetnì kompaktní, pokud z ka¾dého spoèetného pokrytí A otevøenými

mno¾inami lze vybrat koneèné podpokrytí. Platí, ¾e A je spoèetnì kompaktní, právì

kdy¾ ka¾dá posloupnost v A má hromadný bod v A.

• Pøipomeòme, ¾e

x je hromadným bodem posloupnosti (xn) ⇐⇒ x ∈
⋂

n
0

∈N

{xn;n ≥ n
0

}

⇐⇒ existuje podnet posloupnosti (xn), který konverguje k x.

• Øíkáme, ¾e A je relativnì spoèetnì kompaktní, pokud ka¾dá posloupnost v A má hromadný

bod v T .

• Øíkáme, ¾e A je sekveniálnì kompaktní, pokud ka¾dá posloupnost v Amá podposloupnost,

která konverguje k nìjakému bodu A.

• Øíkáme, ¾e A je relativnì sekveniálnì kompaktní, pokud ka¾dá posloupnost v A má pod-

posloupnost, která konverguje k nìjakému bodu T .

Poznámka: Mezi de�novanými pojmy platí následujíí implikae a ¾ádné jiné.

A kompaktní ⇒ A spoèetnì kompaktní ⇐ A sekveniálnì kompaktní

⇓ ⇓ ⇓
A relativnì kompaktní ⇒ A relativnì spoèetnì kompaktní ⇐ A rel. sekveniálnì kompaktní

m ⇑ ⇑
A kompaktní ⇒ A spoèetnì kompaktní ⇐ A sekveniálnì kompaktní

Speiálnì, uzávìr (relativnì) spoèetnì kompaktní mno¾iny nemusí být spoèetnì kompaktní a

uzávìr (relativnì) sekveniálnì kompaktní mno¾iny nemusí být sekveniálnì kompaktní.

Poznámka: Je-li T metriký prostor a A ⊂ T , pak platí

(∗)

{

A kompaktní ⇔ A spoèetnì kompaktní ⇔ A sekveniálnì kompaktní

A relativn�e kompaktní ⇔ A relativnì spoèetnì kompaktní ⇔ A relativnì sekveniálnì kompaktní

De�nie. Neh» T je Hausdor�ùv úplnì regulární topologiký prostor. Øekneme, ¾e T je

andìlský, pokud pro ka¾dou relativnì spoèetnì kompaktní podmno¾inu A ⊂ T platí:

(i) A je relativnì kompaktní;

(ii) pro ka¾dé x ∈ A existuje posloupnost (xn) v A, která konverguje k x.



Poznámka: Ka¾dý metriký prostor je andìlský.

Lemma 25. Neh» T je andìlský prostor. Pak pro ka¾dou mno¾inu A ⊂ T platí ekvivalene

(∗).

Vìta 26.

(a) Je-li K kompaktní Hausdor�ùv prostor, je prostor (C(K), τp) andìlský.

(b) Je-li X Banahùv prostor, pak prostor (X,w) je andìlský

Vìtu 26 lze dokázat kombinaí následujííh tøí výsledkù.

Lemma 27. Neh» K je kompaktní Hausdor�ùv prostor a A ⊂ C(K) je τp-relativnì spoèetnì

kompaktní. Pak A
τp

je τp-kompaktní podmno¾ina C(K).

Vìta 28 (Kaplansky). Neh» K je kompaktní Hausdor�ùv prostor, f ∈ C(K) a A ⊂ C(K).

Jestli¾e f ∈ A
τp
, pak existuje spoèetná mno¾ina C ⊂ A splòujíí f ∈ C

τp
. (Tj. (C(K), τp) má

spoèetnou tìsnost.)

Tvrzení 29. Neh» K je kompaktní Hausdor�ùv prostor a A ⊂ C(K). Jestli¾e (A, τp) je

kompaktní a separabilní, pak je metrizovatelná.

Vìta 30 (Eberlein-©mulyan). Neh» X je Banahùv prostor a A ⊂ X . Pak následujíí

podmínky jsou ekvivalentní:

(i) A je relativnì slabì kompaktní.

(ii) A je relativnì slabì spoèetnì kompaktní.

(iii) A je relativnì slabì sekveniálnì kompaktní.

Stejnì tak jsou ekvivalentní následujíí podmínky:

(i') A je slabì kompaktní.

(ii') A je slabì spoèetnì kompaktní.

(iii') A je slabì sekveniálnì kompaktní.

Vìta 31 (Grothendiek). Neh» K je kompaktní Hausdor�ùv prostor a A ⊂ C(K) je omezená

mno¾ina.

(a) A je relativnì slabì kompaktní, právì kdy¾ je relativnì τp-kompaktní.

(b) A je slabì kompaktní, právì kdy¾ je τp-kompaktní.

De�nie. Neh» X a Y jsou Banahovy prostory a T ∈ L(X, Y ). Operátor T se nazývá slabì

kompaktní, pokud TBX je slabì kompaktní.

Tvrzení 32. Neh» X a Y jsou Banahovy prostory a T ∈ L(X, Y ).

(a) T je slabì kompaktní, právì kdy¾ pro ka¾dou omezenou posloupnost (xn) v X existuje

podposloupnost posloupnosti (Txn), která je slabì konvergentní.

(b) Je-li T kompaktní, pak je slabì kompaktní.

() Je-li X nebo Y reexivní, pak T je slabì kompaktní.

Vìta 33 (Gantmaher). Neh» X a Y jsou Banahovy prostory a T ∈ L(X, Y ). Pak násle-

dujíí podmínky jsou ekvivalentní:

(i) T je slabì kompaktní.

(ii) Duální operátor T ′
je slabì kompaktní.

(iii) Duální operátor T ′
je spojitý z (Y ∗, w∗

) do (X∗, w).

(iv) T ′′
(X∗∗

) ⊂ κ(Y ).

Vìta 34 (Krein). Neh» X je Banahùv prostor a K ⊂ X je slabì kompaktní. Pak aoK je

té¾ slabì kompaktní.

Poznámka: Platí netriviální Jamesova vìta:

Neh» X je Banahùv prostor a A ⊂ X slabì uzavøená mno¾ina (to je splnìno napøíklad, je-li

A uzavøená konvexní). Pokud pro ka¾dé f ∈ X∗
platí, ¾e Re f nabývá maxima na A, pak A je

slabì kompaktní.


