
V.2 Pojem neomezeného operátoru mezi Banahovými prostory

De�nie. Neh» X a Y jsou Banahovy prostory nad F.

• Operátorem z X do Y rozumíme lineární zobrazení T : D(T ) → Y , kde D(T ) (de�nièní

obor operátoru T ) je vektorový podprostor prostoru X .

• Obor hodnot operátoru T , tj. mno¾inu T (D(T )), znaèíme R(T ).

• Operátor T z X do Y nazveme hustì de�novaný, pokud jeho de�nièní obor D(T ) je hustý

v X .

• Grafem operátoru T rozumíme mno¾inu

G(T ) = {(x, y) ∈ X × Y : x ∈ D(T ) & Tx = y}.

• Operátor T se nazývá uzavøený, pokud jeho graf G(T ) je uzavøená mno¾ina v X × Y , tj.

pokud pro ka¾dou posloupnost (xn) v D(T ), pro kterou platí

◦ xn → x pro nìjaké x ∈ X ,

◦ Txn → y pro nìjaké y ∈ Y ;

platí x ∈ D(T ) a Tx = y.

• Neh» S a T jsou operátory z X do Y . Pí¹eme S ⊂ T , pokud G(S) ⊂ G(T ); tj. pokud

D(S) ⊂ D(T ) a pro ka¾dé x ∈ D(S) platí Tx = Sx. Operátor T se pak nazývá roz¹íøením

operátoru S.

• Neh» S a T jsou operátory z X do Y . Jejih souètem rozumíme operátor S + T s

de�nièním oborem D(S + T ) = D(S) ∩D(T ) de�novaný vzorem (S + T )x = Sx+ Tx

pro x ∈ D(T + S).

• Neh» T je operátor z X do Y a α ∈ F. Pokud α = 0, pak operátorem αT rozumíme

nulový operátor de�novaný na X , pokud α 6= 0, pak operátorem αT rozumíme operátor

de�novaný vzorem (αT )x = α · Tx na D(αT ) = D(T ).

• Neh» T je operátor z X do Y a S je operátor z Y do Banahova prostoru Z, pak jejih

slo¾ením rozumíme operátor ST s de�nièním oborem

D(ST ) = {x ∈ D(T ) : Tx ∈ D(S)}

de�novaný vzorem (ST )(x) = S(T (x)) pro x ∈ D(ST ).

• Je-li T prostý operátor z X do Y , inverzním operátorem k T rozumíme operátor T−1
z Y

do X , jeho¾ de�nièním oborem je D(T−1
) = R(T ) a který je inverzním zobrazením k T .

Pøíklady 12.

(1) Neh» D(T ) = C1([0, 1℄) ⊂⊂ C([0, 1℄) a T (f) = f ′
pro f ∈ D(T ). Pak T je uzavøený

hustì de�novaný operátor z C([0, 1℄) do C([0, 1℄).
(2) Neh» D(U) = {f ∈ C1([0, 1℄); f ′

(0) = 0} ⊂⊂ C([0, 1℄) a U(f) = f ′
pro f ∈ D(U). Pak

U je uzavøený hustì de�novaný operátor z C([0, 1℄) do C([0, 1℄) a platí U $ T , kde T je

operátor z pøíkladu (1).

(3) Neh» D(S) je podprostor C([0, 1℄) tvoøený polynomy a S(f) = f ′
pro f ∈ D(S). Pak

T je hustì de�novaný operátor z C([0, 1℄) do C([0, 1℄), který není uzavøený, má v¹ak

uzavøené roz¹íøení (a to operátor T z pøíkladu (1)).

(4) Neh»D(T ) je podprostor ℓ2 tvoøený vektory s koneènì mnoha nenulovými souøadniemi.

Pro x = (xn) ∈ D(T ) polo¾me Tx = (

∑
∞

n=1
xn, 0, 0, . . . ). Pak T je hustì de�novaný

operátor z ℓ2 do ℓ2, který nemá uzavøené roz¹íøení.

Lemma 13 (o grafu operátoru). Podmno¾ina L ⊂ X × Y je grafem nìjakého operátoru z X

do Y , právì kdy¾ je to lineární podprostor splòujíí

{(x, y) ∈ L : x = 0} = {(0, 0)}.



Tvrzení 14. Pro operátory R, S, T mezi Banahovými prostory (pro které mají uvedené

operae smysl), platí:

(i) (R+ S) + T = R+ (S + T );

(ii) (RS)T = R(ST );

(iii) (R + S)T = RT + ST a T (R + S) ⊃ TR + TS. Pokud T je v¹ude de�novaný, platí

T (R+ S) = TR + TS.

Tvrzení 15 (o uzavøenýh operátoreh). Neh» T je operátor z X do Y .

(a) Je-li T uzavøený a D(T ) = X , pak T ∈ L(X, Y ).

(b) T má uzavøené roz¹íøení, právì kdy¾ (xn, Txn) → (0, y) v D(T )× Y implikuje y = 0.

() Je-li T uzavøený a prostý, pak T−1
je také uzavøený.

Znaèení. Je-li T operátor z X do Y , který má uzavøené roz¹íøení, pak symbolem T znaèíme

jeho minimální uzavøené roz¹íøení, tj. operátor, jeho¾ graf G(T ) je roven G(T ), uzávìru grafu

T v X × Y .

Tvrzení 16. Neh» T je uzavøený operátor z X do Y . Pak platí:

(a) Je-li S ∈ L(X, Y ), pak S + T je uzavøený operátor a D(S + T ) = D(T ).

(b) Je-li S ∈ L(Y, Z), pak D(ST ) = D(T ). Pokud S je je naví izomor�smus Y do Z, pak

ST je uzavøený.

() Je-li S ∈ L(Z,X), pak TS je uzavøený.

Pøíklady 17.

(1) Neh» X = C([0, 1℄), D(T ) = C1([0, 1℄), T (f) = f ′
pro f ∈ D(T ) a Sf =

∑
∞

n=1
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n
f( 1

n
)

pro f ∈ C([0, 1℄) (výsledkem je konstantní funke). Pak T je hustì de�novaný a uzavøený,

S ∈ L(X) a pøitom ST nemá uzavøené roz¹íøení.

(2) Neh» X = ℓ2, Y = {(xn) ∈ ℓ2;
∑

∞

n=1
|nxn|
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< ∞}. Pro (xn) ∈ Y polo¾me
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, . . . ).

Pak S i T jsou hustì de�nované uzavøené operátory, ale S+ T nemá uzavøené roz¹íøení.

Tvrzení 18 (o inverzi k uzavøenému operátoru). Neh» T je prostý uzavøený operátor z X

do Y . Pak následujíí podmínky jsou ekvivalentní:

(i) R(T ) = Y a T−1 ∈ L(Y,X).

(ii) R(T ) = Y .

(iii) R(T ) je hustý v Y a T−1
je spojitý na R(T ).

Poznámka. Pro neuzavøené operátory podmínky z pøedhozího tvrzení nejsou ekvivalentní.

Podrobnìji: Je-li T operátor z X do Y , který není uzavøený, pak:

• Podmínka (i) platit nemù¾e.

• Podmínka (ii) platit mù¾e. Pokud platí, pak neplatí ani (i) ani (iii). V tom pøípadì T

mù¾e a nemusí mít uzavøené roz¹íøení. Pokud má uzavøené roz¹íøení, pak operátor T

není prostý.

• Podmínka (iii) platit mù¾e. Pokud platí, pak neplatí ani (i) ani (ii). V tom pøípadì T

mù¾e a nemusí mít uzavøené roz¹íøení. Pokud má uzavøené roz¹íøení, pak operátor T

splòuje ekvivalentní podmínky z pøedhozího tvrzení.


