
V.3 Spektrum neomezeného operátoru

Úmluva. V této seki uva¾ujeme v¹ehny Banahovy prostory nad C.

De�nie.

• Neh» X je Banahùv prostor. Operátorem na X budeme rozumìt operátor z X do X .

• Neh» T je operátor na X .

◦ Rezolventní mno¾inou operátoru T rozumíme mno¾inu v¹eh λ ∈ C, pro které operá-

tor λI − T je prostý, na a (λI − T )−1 ∈ L(X). Znaèíme ji ρ(T ).

◦ Rezolventou (nebo rezolventní funkí) operátoru T rozumíme zobrazení

λ 7→ R(λ, T ) = (λI − T )−1, λ ∈ ρ(T ).

◦ Spektrem operátoru T rozumíme mno¾inu σ(T ) = C \ ρ(T ).

Poznámky.

(1) Pokud T není uzavøený, pak ρ(T ) = ∅ a σ(T ) = C.

(2) Rezolventní mno¾ina se nìkdy de�nuje jiným zpùsobem. Nìkdy se po¾aduje

(a) jen aby operátor λI − T byl prostý a na;

nìkdy se po¾aduje,

(b) aby operátor λI−A byl prostý, aby mìl hustý obor hodnot a inverzní operátor aby

byl spojitý.

Je-li T uzavøený, pak v¹ehny tøi de�nie jsou ekvivalentní; pro neuzavøené operátory

dávají rùzné pojmy. Pokud operátor T není uzavøený, ale má uzavøené roz¹íøení, pak

jeho rezolvetní mno¾ina podle mo¾nosti (b) se rovná rezolventní mno¾inì operátoru T ;

rezolventní mno¾ina podle mo¾nosti (a) je s rezolventní mno¾inou T disjunktní.

Tvrzení 19 (vlastnosti rezolventy, rezolventní mno¾iny a spektra). Neh» T je operátor na

X .

(a) Neh» µ ∈ ρ(T ). Pak pro λ ∈ C, |λ− µ| < 1

‖(µI−T )−1‖ platí λ ∈ ρ(T ) a

(λI − T )−1 =

∞∑

n=0

(−1)

n
(λ− µ)n((µI − T )−1)n+1.

(b) ρ(T ) je otevøená podmno¾ina C a σ(T ) je uzavøená podmno¾ina C.

() Rezolventní funke λ 7→ (λI − T )−1 je spojitá na ρ(T ).

(d) Pro ka¾dé f ∈ X∗
a ka¾dé x ∈ X je funke λ 7→ f((λI − T )−1x) holomorfní na ρ(T ).

Lemma 20 (prázdné spektrum a T−1
). Je-li T uzavøený operátor na X , pro který platí

σ(T ) = ∅, pak T−1 ∈ L(X) a σ(T−1
) = {0}.


