
VI. Spektrální míry a spektrální rozklady

Úmluva: V této kapitole budeme uva¾ovat omezené a neomezené operátory na komplexníh

Hilbertovýh prostoreh. Tedy, v¹ehny Hilbertovy prostory, které uva¾ujeme, jsou komplexní,

s výjimkami v posledním oddílu.

VI.1 Mìøitelný kalkulus a spektrální míra pro normální omezené operátory

Tvrzení 1 (Lax-Milgram). Neh» H je Hilbertùv prostor a B : H ×H → C je zobrazení s

následujíími vlastnostmi:

• x 7→ B(x, y) je lineární for eah y ∈ H.

• y 7→ B(x, y) je sdru¾enì lineární for eah x ∈ H.

• ‖B‖ = sup{|B(x, y)| ;x, y ∈ BH} < ∞.

Pak existuje právì jedno T ∈ L(H) splòujíí B(x, y) = 〈Tx, y〉 pro x, y ∈ H. Naví ‖T‖ = ‖B‖.

Konstruke spektrální míry normálního operátoru - Krok 1. Neh» H je a Hilbertùv

prostor a T ∈ L(H) je normální operátor. Neh» f 7→ ~f(T ), f ∈ C(σ(T )), je spojitý funkèní

kalkulus pro T . Pro libovolná x, y ∈ H neh» Ex,y je (jednoznaènì urèená) komplexní Radonova

míra na σ(T ) splòujíí

〈
~f(T )x, y

〉
=

∫

σ(T )

f dEx,y, f ∈ C(σ(T )).

Tvrzení 2 (vlastnosti mìr Ex,y). Pou¾ijeme-li vý¹e de�nované znaèení, platí:

(a) x 7→ Ex,y je lineární pro ka¾dé y ∈ H.

(b) y 7→ Ex,y je sdru¾enì lineární pro ka¾dé x ∈ H.

() Ex,x je nezáporná míra pro ka¾dé x ∈ H.

(d) ‖Ex,y‖ ≤ ‖x‖ · ‖y‖ pro x, y ∈ H.

(e) Ex,y =

1

4

(Ex+y,x+y −Ex−y,x−y + iEx+iy,x+iy − iEx−iy,x−iy) pro x, y ∈ H.

Mìøitelný kalkulus a spektrální míra. Pou¾íváme vý¹e zavedené znaèení.

• Oznaème A σ-algebru v¹eh podmno¾in σ(T ), které jsou Ex,y-mìøitelné pro ka¾dá

x, y ∈ H. (Pøipomeòme, ¾e mno¾ina A je Ex,y-mìøitelná, právì kdy¾ existují borelovské

mno¾iny B,C, pro které platí B ⊂ A ⊂ C a |Ex,y| (B \ C) = 0.) Pak A obsahuje právì

ty podmno¾iny σ(T ), které jsou Ex,x-mìøitelné pro ka¾dé x ∈ H.

• Neh» f : σ(T ) → C je omezená A-mìøitelná funke. Symbolem

~f(T ) budeme znaèit

operátor z L(H) splòujíí

〈
~f(T )x, y

〉
=

∫

σ(T )

f dEx,y, x, y ∈ H.

Jeho existene a jednoznaènost plyne z Tvrzení 1. Zobrazení f 7→ ~f(T ) se nazývá

mìøitelný kalkulus pro T .
• Pro A ∈ A oznaème ET (A) = χ̃A(T ). Zobrazení ET : A 7→ ET (A) se nazývá spektrální

míra operátoru T .
• Oznaème symbolem N podsystém A tvoøený mno¾inami, které jsou |Ex,y|-nulové pro

ka¾dá x, y ∈ H. Pak N obsahuje právì ty mno¾iny, které jsou Ex,x-nulové pro ka¾dé

x ∈ H.



• Symbolem L∞
(ET ) oznaème prostor v¹eh omezenýh A-mìøitelnýh funkí na σ(T ),

pøièem¾ ztoto¾òujeme funke, které se rovnají v¹ude a¾ na mno¾inu z N . Prostor

L∞
(ET ) opatøíme normou

‖f‖ = ess sup

λ∈σ(T )

|f(λ)| = inf{c > 0; {λ ∈ σ(T ); f(λ) > c} ∈ N}.

Pak L∞
(ET ) je komutativní C∗

-algebra (s bodovým násobením a involuí de�novanou

jako komplexní sdru¾ení).

• ~f(T ) je de�nováno právì pro f ∈ L∞
(ET ). Naví,

~f(T ) je pak dobøe de�nováno, tj.

~f(T ) = ~g(T ) v pøípadì, ¾e f = g a¾ na mno¾inu z N .

Lemma 3 (dùsledek Luzinovy vìty).

(a) Neh» K je kompaktní metriký prostor a µ je nezáporná koneèná borelovská míra on

K. Neh» f : K → C je omezená µ-mìøitelná funke. Pak existuje (stejnì) omezená

posloupnost (fn) v C(K) splòujíí fn → f µ-skoro v¹ude. Speiálnì, existuje omezená

borelovská funke g ns σ(T ), pro kterou f = g µ-skoro v¹ude.

(g) Neh» H je separabilní Hilbertùv prostor a T ∈ L(H) je normální operátor. Neh»

f ∈ L∞
(ET ). Pak existuje (stejnì) omezená posloupnost (fn) v C(σ(T )), pro kterou

platí fn → f a¾ na mno¾inu z N . Speiálnì, existuje omezená borelovská funke g na

σ(T ) splòujíí f = g a¾ na mno¾inu z N .

Vìta 4 (vlastnosti mìøitelného kalkulu). Neh» H je Hilbertùv prostor and T ∈ L(H) je

normální operátor.

(a) f 7→ ~f(T ) je izometriký ∗-izomor�smus L∞
(E) do L(H).

(b) Je-li (fn) omezená posloupnost v L∞
(E), která bodovì konverguje k funki f (a¾ na

mno¾inu z N ), pak f ∈ L∞
(E) a naví

〈
~fn(T )x, y

〉
→

〈
~f(T )x, y

〉
, x, y ∈ H.

() σ( ~f(T )) = ess rng(f) = {λ ∈ C; ∀r > 0 : f−1

(U(λ, r)) /∈ N} pro f ∈ L∞
(E).

(d)

~f(T ) je normální operátor pro ka¾dou f ∈ L∞
(E). Operátor

~f(T ) je samoadjungovaný,

právì kdy¾ f je eseniálnì reálnì hodnotová (tj. f(λ) ∈ R a¾ na mno¾inu z N ).

(e) ~g( ~f(T )) = g̃ ◦ f(T ), pokud f ∈ L∞
(E) a g je spojitá na σ( ~f(T )) (viz ()).

(f) Pokud S ∈ L(H) komutuje s T , pak S komutuje s

~f(T ) pro ka¾dou f ∈ L∞
(E).


