
VI.2 Integrál podle spektrální míry

De�ni
e. Abstraktní spektrální mírou v Hilbertovì prostoru H rozumíme zobrazení E s následu-

jí
ími vlastnostmi:

(i) De�nièním oborem E je nìjaká σ-algebra A podmno¾in C, která obsahuje v¹e
hny

borelovské mno¾iny.

(ii) Pro ka¾dé A ∈ A je E(A) ortogonální projek
e na H.

(iii) E(∅) = 0, E(C) = I.

(iv) Je-li A ∈ A takové, ¾e E(A) = 0, pak pro ka¾dou B ⊂ A platí B ∈ A (a E(B) = 0).

(v) E(A ∩B) = E(A)E(B) pro A,B ∈ A
(vi) E(A ∪B) = E(A) +E(B) pro A,B ∈ A, A ∩B = ∅.
(vii) Pro ka¾dou dvoji
i x, y ∈ H je zobrazení Ex,y : A 7→ 〈E(A)x, y〉 komplexní borelovská

míra na C.

Øíkáme, ¾e spektrální míra E je kompaktnì nesená, pokud existuje kompaktní mno¾ina K ⊂ C,

pro kterou platí E(C \K) = 0

Pøitom borelovskou mírou rozumíme (komplexní) σ-aditivní míru µ de�novanou na σ-algebøe

A obsahují
í borelovské mno¾iny takovou, ¾e pro ka¾dou A ∈ A existují borelovské mno¾iny B

a C, pro které platí B ⊂ A ⊂ C a |µ|(C \B) = 0.

Lemma 5. Je-li T ∈ L(H) normální operátor, je ET kompaktnì nesená abstraktní spektrální

míra.

Lemma 6 (vlastnosti spektrální míry). Ne
h» E je abstraktní spektrální míra v Hilbertovì

prostoru H de�novaná na σ-algebøe A. Pak platí:

(a) Zobrazení x 7→ Ex,y je lineární pro ka¾dé y ∈ H.

(b) Zobrazení y 7→ Ex,y je sdru¾enì lineární pro ka¾dé x ∈ H.

(
) Pro x, y ∈ H platí Ey,x = Ex,y.

(d) Pro ka¾dé x ∈ H je Ex,x nezáporná míra.

(e) Pro x, y ∈ H platí Ex,y =

1

4

(Ex+y,x+y −Ex−y,x−y + iEx+iy,x+iy − iEx−iy,x−iy).

(f) Pro x, y ∈ H a A ∈ A platí |Ex,y(A)| ≤
√

Ex,x(A) · Ey,y(A) ≤
1

2

(Ex,x(A) + Ey,y(A)).

(g) Pro ka¾dé x, y ∈ H platí Ex+y,x+y ≤ 2(Ex,x +Ey,y)

(h) Pro ka¾dé x, y ∈ H platí ‖Ex,y‖ ≤ ‖x‖ · ‖y‖.

Poznámka. V de�ni
i abstraktní spektrální míry staèí v bodì (vii) pøedpokládat, ¾e pro ka¾dé

x ∈ H je Ex,x borelovská míra na C.

Tvrzení 7. Ne
h» E je abstraktní spektrální míra v separabilním Hilbertovì prostoru H.

Pak pro ka¾dou A ∈ A existují borelovské mno¾iny B a C, pro které platí B ⊂ A ⊂ C a

E(C \B) = 0.

Poznámka. Nìkdy se spektrální míra de�nuje jen pro separabilní prostory H. Pak se de�nuje

jen na σ-algebøe borelovský
h mno¾in a vyne
hává se podmínka (iv). Pro neseparabilní H je

tøeba pou¾ít vý¹e uvedenou de�ni
i.

De�ni
e. Ne
h» E je abstraktní spektrální míra v Hilbertovì prostoru H de�novaná na σ-

algebøe A.

• Polo¾me N = {A ∈ A;E(A) = 0}.
• Oznaème L∞

(E) prostor v¹e
h omezený
h A-mìøitelný
h funk
í na C, pøièem¾ ztoto¾òu-

jeme funk
e, které se rovnají a¾ na mno¾inu zN (tj. E-skoro v¹ude). Uva¾ujme na L∞
(E)

normu

‖f‖ = ess sup

λ∈C

|f(λ)| = inf{c > 0; {λ ∈ C; f(λ) > c} ∈ N}.

Pak L∞
(E) je komutativní C∗

-algebra (s bodovým násobením, involu
e je de�nována

jako komplexní sdru¾ení).



Vìta 8 (integrál omezené funk
e dle spektrální míry). Je-li E abstraktní spektrální míra v

H de�novaná na σ-algebøe A a f : C → C je omezená A-mìøitelná funk
e, pak existuje právì

jeden operátor �

0

(f) ∈ L(H), pro který platí

〈�
0

(f)x, y〉 =

∫

f dEx,y x, y ∈ H.

Dále platí:

(a) �

0

je izometri
ký ∗-izomor�smus C∗
-algebry L∞

(E) do L(H).

(b) Pro ka¾dé f ∈ L∞
(E) je σ(�

0

(f)) = ess rng(f).

(
) Pro ka¾dou f ∈ L∞
(E) je operátor �

0

(f) normální. Naví
, �

0

(f) je samoadjungovaný,

právì kdy¾ f je reálná (E-skoro v¹ude) a �

0

(f) je nezáporný, právì kdy¾ f ≥ 0 E-skoro

v¹ude.

(d) ‖�
0

(f)x‖ =

√

∫

|f |2 dEx pro x ∈ H.

(e) Je-li f ∈ L∞
(E) a g ∈ C(σ(�

0

(f))), pak �

0

(g ◦ f) = ~g(�
0

(f)).

Znaèení: Operátor �

0

(f) z pøed
hozí vìty znaèíme

∫

f dE a nazýváme integrálem funk
e f podle

spektrální míry E.

Lemma 9. Ne
h» E je abstraktní spektrální mira, f ∈ L∞
(E) a T =

∫

f dE. Pak spektrální

míru ET operátoru T lze spoèítat pomo
í vzor
e ET (A) = E(f−1
(A)).

Dùsledek 10 (spektrální rozklad omezeného normálního operátoru). Ne
h» H je Hilbertùv

prostor a T ∈ L(H) je normální operátor. Pak existuje právì jedna abstraktní spektrální míra,

pro kterou T =

∫

id dE. Naví
 je to právì míra ET .

Vìta 11 (integrál (obe
nì neomezené) funk
e dle spektrální míry). Ne
h» E je abstraktní

spektrální míra v H de�novaná na σ-algebøe A, a f : C → C ne
h» je A-mìøitelná funk
e.

Oznaème

D(�(f)) = {x ∈ H :

∫

|f |2 dEx,x < ∞}.

Pak D(�(f)) je hustý lineární podprostor H. Naví
 existuje jediný operátor �(f) na H s

de�nièním oborem D(�(f)), který splòuje

〈�(f)x, y〉 =

∫

f dEx,y, x, y ∈ D(�(f)).

Naví
 platí:

‖�(f)x‖ =

√

∫

|f |2 dEx,x, x ∈ D(�(f)).

Poznámka: Je-li f omezená, je D(�(f)) = H a �(f) = �

0

(f).

Znaèení: Operátor �(f) z pøed
hozí vìty znaèíme

∫

f dE a nazýváme integrálem funk
e f podle

spektrální míry E.

Vìta 12 (vlastnosti

∫

f dE). Je-li E abstraktní spektrální míra v H a f, g jsou A-mìøitelné

funk
e, pak platí:

(a) �(f) + �(g) ⊂ �(f + g);

(b) �(f)�(g) ⊂ �(fg) a D(�(f)�(g)) = D(�(g)) ∩D(�(fg)).

(
) �(f)∗ = �(f) a �(f)�(f)∗ = �(|f |2) = �(f)∗�(f), spe
iálnì �(f) je normální.

(d) �(f) je uzavøený operátor.

(e) �(f) je spojitý, právì kdy¾ f je esen
iálnì omezená, tj. existuje A ∈ A, ¾e E(C \A) = 0

a f je omezená na A.

Tvrzení 13 (spektrum

∫

f dE). Je-li E abstraktní spektrální míra, f A-mìøitelná funk
e a

T =

∫

f dE, pak

σ(T ) = ess rng(f) := C \
⋃

{G ⊂ C : G otevøená , E(f−1
(G)) = 0}.

Naví
 pro ka¾dé λ ∈ C je ker(λI−T ) = R(E(f−1
({λ}))). Spe
iálnì, λ je vlastní èíslo operátoru

T , právì kdy¾ E(f−1
(λ)) 6= 0.


