XII.5 Symetrické operatory a Cayleyova transformace

Definice. Necht S je symetricky (ne nutné husté definovany) operator na H. Oznafme sym-
bolem C's operator
Cs = (S —iI)(S +il)!

Pak Cs je operator na H, ktery se nazyva Cayleyova transformace operatoru S.

Véta 27 (vlastnosti Cs).  Necht S je symetricky operator na H a Cg je jeho Cayleyova
transformace. Pak
(a) Cg je linearni izometrie D(Cs) = R(S +il) na R(Cg) = R(S —I).
(b) I —Cg = 2i(S+il)~!; specidlné, operator I — Cs je prosty a R(I — Cgs) = D(S).
(c) §=i(l+Cs)(I~ Cs)!
(d) Cg je uzavieny < S je uzavieny < D(Cyg) je uzavieny < R(Cyg) je uzavieny.

Lemma 28 (o izometrickém operatoru). Necht U je libovolny operator na H, ktery je izometrii
D(U) na R(U). Pak
(a) (Uz,Uy) = (z,y) pro vsechna x,y € D(U). Specidlné: U je unitarni, pravé kdyz je

D(U) = R(U) = H.
(b) Ker(I —U) = D(U)N(R(I —U))*t. Speciélné, je-li R(I —U) husty v H, je I —U prosty.

Véta 29 (obraz Cayleyovy transformace). Necht U je operator na H, ktery je izometrii D(U)
na R(U). Pfredpoklidejme, Ze I —U je prosty. Pak operdtor S = i(I+U)(I—-U)~! je symetricky
a plati Cs = U. Pfitom S je husté definovany, pravé kdyz R(I — U) je husty.

Véta 30 (Cayleyova transformace pro samoadjungované operétory).
(a) Necht S je symetricky operator na H. Pak S je samoadjungovany, pravé kdyz Cg je
unitarni operator.
(b) Necht U je unitarni operator na H, pro ktery je I — U prosty. Pak operator S =
i(I +U)(I —U)~! je samoadjungovany a plati Cs = U.

Poznamky.

(1) Necht S a T jsou symetrické operatory na H. Pak S C T, pravé kdyz Cg C Cr.

(2) Necht S je husté definovany uzavieny symetricky operator na H. Pak kodimenze pod-
prostori D(Cgs) a R(Cg) (tj. dimenze jejich ortogondlnich dopliki) nazyvame indexy
defektu operatoru S. Pak plati:

o S je samoadjungovany, pravé kdyz oba indexy defektu jsou nulové.

o S je maximalni symetricky operator, pravé kdyz aspon jeden z indext defektu je
nulovy.

o S mé samoadjungované rozsifeni, pravé kdyz oba indexy defektu jsou stejné (tj.,
prave kdyz existuje linedrni izometrie (D(Cs))* na (R(Cs))*t).

(3) Necht S je uzavieny symetricky operator na H, ne nutné husté definovany. I v tomto
pripadé lze definovat indexy defektu. Pfitom plati:

o Pokud D(Cgs) = H nebo R(Cs) = H, pak S je husté definovany.
Tedy i v tomto pripadé plati prvni z vyse uvedenych ekvivalenci. Z toho snadno plyne,
ze v druhém bodé plati implikace < a ve tfetim bodé plati implikace =. Jak je to
s obracenymi implikacemi, neni zfejmé.



