
II.5. Měřitelný kalkulus a spektrálńı mı́ry.

Necht’ T ∈ L(H) je normálńı operátor. Necht’

f 7→ f̃(T ), f ∈ C(σ(T )),

označuje spojitý funkčńı kalkulus (podle odd́ılu I.7). Pro každou dvojici x, y ∈ H necht’

Ex,y je komplexńı Radonova mı́ra na σ(T ) taková, že plat́ı

〈f̃(T )x, y〉 =

∫

σ(T )

f dEx,y , f ∈ C(σ(T )).

Pak plat́ı:

• ‖Ex,y‖ ≤ ‖x‖ · ‖y‖ pro x, y ∈ H ,
• Ex,x ≥ 0 pro každé x ∈ H ,
• zobrazeńı (x, y) 7→ Ex,y je seskvilineárńı.

Označme AT σ-algebru podmnožin σ(T ), které jsou Ex,y-měřitelné pro všechna x, y ∈

H . Je-li nyńı h : σ(T ) → C omezená AT -měřitelná funkce, pak symbolem h̃(T ) znač́ıme
jediný prvek L(H) splňuj́ıćı

〈h̃(T )x, y〉 =

∫

σ(T )

h dEx,y.

Zobrazeńı h 7→ h̃(T ) se nazývá mě̌ritelný kalkulus operátoru T . Pro A ∈ AT označme

E(A) = χ̃A(T ).

Pak E(A) je ortogonálńı projekce. Zobrazeńı A 7→ E(A) se nazývá spektrálńı ḿıra operátoru T .

Definice. Abstraktńı spektrálńı ḿırou v Hilbertově prostoru H rozumı́me zobrazeńı E s
následuj́ıćımi vlastnostmi:

(i) Definičńım oborem E je nějaká σ-algebra A podmnožin C, která obsahuje všechny
borelovské množiny.

(ii) Pro každé A ∈ A je E(A) ortogonálńı projekce na H .
(iii) E(∅) = 0, E(C) = I.
(iv) Je-li A ∈ A takové, že E(A) = 0, pak pro každouB ⊂ A plat́ı B ∈ A (a E(B) = 0).
(v) E(A ∩ B) = E(A)E(B) pro A,B ∈ A
(vi) E(A ∪ B) = E(A) + E(B) pro A,B ∈ A, A ∩ B = ∅.
(vii) Pro každou dvojici x, y ∈ H je zobrazeńı Ex,y : A 7→ 〈E(A)x, y〉 komplexńı bore-

lovská mı́ra na C.

Poznámka. • V bodě (vii) stač́ı předpokládat, že přo každé x ∈ H je Ex = Ex,x

borelovská mı́ra na C.
• Borelovskou ḿırou výše rozumı́me mı́ru µ definovanou na σ-algebře A obsahuj́ıćı
borelovské množiny takovou, že pro každou A ∈ A existuj́ı borelovské množiny B

a C, pro které plat́ı B ⊂ A ⊂ C a |µ|(C \B) = 0.
• Spektrálńı mı́ra omezeného normálńıho operátoru je abstraktńı spektrálńı mı́ra.

Tvrzeńı 22. Necht’ E je abstraktńı spektrálńı mı́ra v separabilńım Hilbertově prostoru H.

Pak pro každou A ∈ A existuj́ı borelovské množiny B a C, pro které plat́ı B ⊂ A ⊂ C a

E(C \ A) = 0.

Poznámka. Někdy se spektrálńı mı́ra definuje jen pro separabilńı prostory H . Pak se
definuje jen na σ-algebře borelovských množin a vynechává se podmı́nka (iv). Pro nese-
parabilńı H je třeba použ́ıt uvedenou definici.

Tvrzeńı 23 (integrál omezené funkce dle spektrálńı mı́ry). Je-li E abstraktńı spektrálńı

mı́ra v H definovaná na σ-algebře A a f : C → C je omezená A-měřitelná funkce, pak

existuje právě jeden operátor Φ0(f) ∈ L(H), pro který plat́ı

〈Φ0(f)x, y〉 =

∫
f dEx,y x, y ∈ H.



Dále plat́ı:

(a) ‖Φ0(f)x‖ =
√∫

|f |2 dEx pro x ∈ H,

(b) ‖Φ0(f)‖ = ess sup |f |,
(c) Φ0 je ∗-homomorfismus C∗ alebry omezených A-měřitelných funkćı do L(H).

Značeńı: Operátor Φ0(f) z předchoźıho tvrzeńı znač́ıme
∫
f dE a nazýváme integrálem

funkce f podle spektrálńı ḿıry E.

Tvrzeńı 24 (spektrálńı rozklad omezeného normálńıho operátoru). Necht’ T ∈ L(H)
je normálńı operátor. Pak existuje právě jedna abstraktńı spektrálńı mı́ra E v H, která

splňuje

T =

∫
id dE,

a to spektrálńı mı́ra operátoru T . Nav́ıc plat́ı pro každou f : C → C omezenou AT -

měřitelnou

f̃(T ) =

∫
f dE.

Tvrzeńı 25 (integrál (obecně neomezené) funkce dle spektrálńı mı́ry). Necht’ E je abs-

traktńı spektrálńı mı́ra v H definovaná na σ-algebře A, a f : C → C necht’ je A-měř́ıtelná

funkce. Označme

D(Φ(f)) = {x ∈ H :

∫
|f |2 dEx < ∞}.

Pak D(Φ(f)) je hustý lineárńı podprostor H. Nav́ıc existuje jediný operátor Φ(f) na H s

definičńım oborem D(Φ(f)), který splňuje

〈Φ(f)x, y〉 =

∫
f dEx,y, x, y ∈ D(Φ(f)).

Nav́ıc plat́ı:

‖Φ(f)x‖ =

√∫
|f |2 dEx, x ∈ D(Φ(f)).

Značeńı: Operátor Φ(f) z předchoźıho tvrzeńı znač́ıme
∫
f dE a nazýváme integrálem

funkce f podle spektrálńı ḿıry E.

Tvrzeńı 26 (vlastnosti
∫
f dE). Je-li E abstraktńı spektrálńı mı́ra v H a f, g jsou A-

měřitelné funkce, pak plat́ı:

(a) Φ(f) + Φ(g) ⊂ Φ(f + g);
(b) Φ(f)Φ(g) ⊂ Φ(fg) a D(Φ(f)Φ(g)) = D(Φ(g)) ∩D(Φ(fg)).
(c) Φ(f)∗ = Φ(f) a Φ(f)Φ(f)∗ = Φ(|f |2) = Φ(f)∗Φ(f), speciálně Φ(f) je normálńı.

(d) Φ(f) je uzavřený operátor.

(e) Φ(f) je spojitý, právě když f je esenciálně omezená, tj. existuje A ∈ A, že E(C \
A) = 0 a f je omezená na A.

Tvrzeńı 27 (spektrum
∫
f dE). Je-li E abstraktńı spektrálńı mı́ra a f A-měřitelná

funkce, pak

σ(

∫
f dE) = WE(f) := C \

⋃
{G ⊂ C : G otevřená , E(f−1(G)) = 0}.


