
I.5. Involuce a C∗-algebry.

Definice. Necht’ A je Banachova algebra. Involućı na A rozumı́me zobrazeńı x 7→ x∗

algebry A do sebe takové, že pro všechna x, y ∈ A a λ ∈ C plat́ı:

(x+ y)∗ = x∗ + y∗, (λx)∗ = λx∗, (xy)∗ = y∗x∗ a x∗∗ = x.

Banachova algebra A s involućı se nazývá C∗-algebra, pokud pro každé x ∈ A plat́ı

‖x∗x‖ = ‖x‖2.

Je-li A Banachova algebra s involućı a x ∈ A, pak prvek x se nazývá samoadjungovaný
(neboli hermiteovský), pokud x∗ = x; normálńı, pokud x∗x = xx∗.

Tvrzeńı 19. Necht’ A je Banachova algebra s involućı a x ∈ A. Pak plat́ı:

• x+ x∗, i(x− x∗), x∗x jsou samoadjungované.
• Existuj́ı jediné samoadjungované prvky u, v ∈ A takové, že x = u+ iv.
• Pokud x = u+ iv, kde u, v jsou samoadjungované, pak x je normálńı, právě když
uv = vu.

• Jednotka e je samoadjungovaná.
• x ∈ G(A), právě když x∗ ∈ G(A) (pak (x∗)−1 = (x−1)∗).
• σ(x∗) = {λ : λ ∈ σ(x)}.

Tvrzeńı 20. Necht’ A je C∗-algebra. Pak ‖x∗‖ = ‖x‖ pro každé x ∈ A.
Speciálně ‖x∗x‖ = ‖xx∗‖ = ‖x‖2 = ‖x∗‖2 pro každé x ∈ A a x 7→ x∗ je konjugovaně

lineárńı izometrie A na A.

Důsledek 21. Banachova algebra A s involućı je C∗-algebra, právě když ‖x∗‖ = ‖x‖ a
‖xx∗‖ = ‖x‖‖x∗‖ pro všechna x ∈ A.

Věta 22 (o spektrálńım poloměru a normě normálńıho prvku). Je-li A C∗-algebra a
a ∈ A je normálńı, pak r(a) = ‖a‖.

Definice. Necht’ A a B jsou C∗-algebry a h : B → A. Řı́káme, že h je ∗-homomorfismus,
je-li to homomorfismus Banachových algeber splňuj́ıćı nav́ıc h(x∗) = h(x)∗ pro každé
x ∈ B.

Tvrzeńı 23 (o automatické spojitosti ∗-homomorfismu). Necht’ A a B jsou C∗-algebry a
h : B → A je ∗-homomorfismus B do A. Pak ‖h‖ ≤ 1.

Tvrzeńı 24. Necht’ A je C∗-algebra. Pak pro a ∈ A plat́ı:

(a) Je-li a samoadjungovaný, pak σ(a) ⊂ R.
(b) Je-li a∗ = a−1 (tj. a je unitárńı), pak σ(a) ⊂ T = {λ ∈ C : |λ| = 1}.

(c) Pro h ∈ ∆(A) a a ∈ A plat́ı h(a∗) = h(a) (h je ∗-homomorfismus, je-li to homo-
morfismus).


