
I. Vyjádřete primitivńı funkce pomoćı elementárńıch funkćı
na maximálńıch intervalech existence

1.
∫

x3 + 2x+ 17x dx 2.
∫

18ex + 16e8x − 1
x + 3 cosx dx 3.

∫

3
√
1− 3xdx 4.

∫ (1−x)3

x 3
√
x
dx

5.
∫

x2

(1−x)100
dx 6.

∫

sin7 x cosx dx 7.
∫

xe−x2 dx 8.
∫

tg x dx 9.
∫

cotg x dx

10.
∫
√
x6 dx 11.

∫

| cosx| dx 12.
∫

arcsin sin 4x
x2+1 dx 13.

∫

2x+1−5x−1

10x dx 14.
∫

e3x+1
ex+1 dx

15.
∫

tg2 x dx 16.
∫

cotg2 x dx 17.
∫

dx
2+3x2 18.

∫

sin2 x dx 19.
∫

cos4 x dx 20.
∫

x2 dx
cos2(x3)

21.
∫

x
1+4x2 dx 22.

∫

x
1+x4 dx 23.

∫

dx
x log x log log x 24.

∫

xex dx 25.
∫

log x dx

26.
∫

arctg x dx 27.
∫

sinx
ex
dx 28.

∫

eax cos bxdx , a, b ∈ R 29.
∫

xα log x dx

30.
∫

x3 log2 x dx 31.
∫

e
√
x dx 32.

∫

log
(

x+
√
x2 + 1

)

dx
– – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – –
Výsledky a návody. Výsledky jsou uvedeny „až na konstantuÿ. 1. 14x

4 + x2 + 16 log |x| na
(−∞, 0) a na (0,∞) 2. 18ex +2e8x − log |x|+ 3 sinx na (−∞, 0) a na (0,∞) 3. −14 (1− 3x)

4
3 ,

na R 4. − 3
3
√
x
− 9
2
3
√
x2+ 9

5
x
5
3 − 3

8
x
8
3 na (−∞, 0) a na (0,∞) 5.

1
99(1−x)99

− 1
49(1−x)98

+ 1
97(1−x)97

,

na (−∞, 1) a na (1,∞) (substituce „y = 1 − xÿ) 6.
1
8 sin

8 x na R 7. −12e−x2 na R 8.

− log | cosx| na každém z interval̊u (−π
2
+kπ, π

2
+kπ), k ∈ Z 9. log | sinx| na každém z interval̊u

(kπ, (k + 1)π), k ∈ Z 10.
1
4
|x| · x3, na R 11. sin

(

x− π ·
[

x
π
+ 1
2

])

+ 2 ·
[

x
π
+ 1
2

]

, na R 12.

F (x) =































2 log(1 + x2) + π(x2 − x1) + 4 log
x1
x2

x ∈ [−∞,−x2]

−π(x+ x1)− 2 log(1 + x2) + 4 log( 4
π
x1) x ∈ [−x2,−x1]

2 log(1 + x2) x ∈ [−x1, x1]

π(x− x1)− 2 log(1 + x2) + 4 log( 4πx1) x ∈ [x1, x2]
2 log(1 + x2) + π(x2 − x1) + 4 log

x1
x2

x ∈ [x2,∞]

a
x1 =

4−
√
16−π2

π

x2 =
4+

√
16−π2

π

, na

R 13.
−10·5−x log 2+2−x log 5

5 log 5 log 2
, na R 14.

1
2
e2x−ex+x, na R 15. tg x−x, na každém z interval̊u

(−π
2 + kπ, π2 + kπ), k ∈ Z 16. − cotg x − x, na každém z interval̊u (kπ, (k + 1)π), k ∈ Z 17.

1√
6
arctg x

√
6
2 , na R 18.

x
2 − 1

4 sin 2x, na R 19.
3
8x +

3
8 sinx cosx +

1
4 sinx cos

3 x, na R 20.

1
3
tg(x3), na každém z interval̊u ( 3

√

−π
2
+ kπ, 3

√

π
2
+ kπ), k ∈ Z 21.

1
8
log(1 + 4x2), na R 22.

1
2
arctg(x2), na R 23. log | log log x|, na (1, e) a na (e,∞) 24. (x− 1)ex na R 25. x log x− x

na (0,∞) 26. x arctg x − 1
2
log(1 + x2) na R 27. −1

2
e−x · (sinx + cosx), na R 28.

eax

a2+b2
·

(a cos bx+ b sin bx) na R, pokud a2 + b2 6= 0; x na R, pokud a = b = 0 29.
x1+α

1+α ·
(

log x− 1
1+a

)

,

na (0,∞) pro α 6= 1; 12 ln
2 x, na (0,∞) pro α = −1 30.

1
4x
4 ln2 x − 1

8x
4 lnx + 1

32x
4, na (0,∞)

31. 2e
√
x · (√x− 1), na (0,∞) (substituce „y = √

xÿ) 32. x log
(

x+
√
x2 + 1

)

−
√
x2 + 1, na R

(per partes 1 · log
(

x+
√
x2 + 1

)

)
================================================================

II. Spočtěte primitivní funkce
1.
∫

x17−5
x−1 dx 2.

∫

x17−5
x2−1 dx 3.

∫

x3+1
x3−5x2+6x dx 4.

∫

x
x3−1 dx 5.

∫

dx
x4+1

6.
∫

dx
(x2+1)2

pomocí x = tg y 7.
∫

x8+x−1
x6+1

dx 8.
∫

dx
(x2+3x+4)2

9. Pro jaký vztah mezi parametry a, b, c ∈ R je primitivní funkce k funkci f racionální, je-li

f(x) = ax2+bx+c
x3(x−1)2 ? 10.

∫

x dx√
x+1+ 3

√
x+1

11.
∫

√

1−x
1+x

dx
x 12.

∫

3

√

1−x
1+x

dx
x 13.

∫

dx
(4+x2)

√
4−x2

14.
∫

1−
√
x+1

1− 3
√
x+1
dx 15.

∫

√
x+1−

√
x−1√

x+1+
√
x−1 dx 16.

∫

exp x
exp x+1

dx 17.
∫

e2x

1+ex
dx 18.

∫

dx
1+

√
x2+2x+2

19.
∫ √

x2 − 2x− 1 dx 20.
∫ (2x+3) dx

(x2+2x+3)
√
x2+2x+4

21.
∫

dx√
x2+1

22.
∫ √

x2 − 1 dx
23.

∫ √
1− x2 dx 24.

∫

sinx cos x
1+sin4 x

dx 25.
∫

1
sinx dx 26.

∫

1
cosx dx 27.

∫

sin2 x
sinx+2 cos x

28.
∫

dx
2 sinx−cos x+5 29.

∫

dx
(sin2 x+2 cos2 x)2

30.
∫

dx
(2+cosx) sinx 31.

∫

sin2 x
1+sin2 x

dx

32.
∫

sinx cosx
sinx+cos x

dx 33.
∫

sinx
sin3 x+cos3 x

dx



Výsledky a návody. 1.

(

∑17
1

xk

k

)

− 4 log |x − 1|, x ∈ (−∞, 1) nebo x ∈ (1,+∞) 2.
(

∑8
1
1
2kx

2k
)

− 2 log |x − 1| + 3 log |x + 1|, x ∈ (−∞,−1) nebo x ∈ (−1, 1) nebo x ∈ (1,+∞)
3. x + 1

6 log |x| − 9
2 log |x − 2| + 28

3 log |x − 3|, x ∈ (−∞, 0) nebo x ∈ (0, 2) nebo x ∈ (2, 3)
nebo x ∈ (3,+∞) 4.

1
6 log

(x−1)2
x2+x+1 +

√
3
3 arctg

2x+1√
3
, x ∈ (−∞, 1) nebo x ∈ (1,+∞) 5.

√
2
8 log

x2+x
√
2+1

x2−x
√
2+1
+

√
2
4 arctg(x

√
2+1)+

√
2
4 arctg(x

√
2−1) 6.

x
2(x2+1)+

1
2 arctg x 7.

1
3x
3+16 log(1+

x2)+
√
3−1
2
log(x2−x

√
3+1)−

√
3+1
2
log(x2+x

√
3+1)− 3−

√
3

6
arctg(2x−

√
3)− 3+

√
3

6
arctg(2x+

√
3)

8.
1
7 · 2x+3

x2+3x+4 +
4
√
7

49 arctg
2x+3√
7

9. a + 2b + 3c = 0 10. 6
(

1
9u
(3/2) − 1

8u
(4/3) + 1

7u
(7/6) −

1
6u +

1
5u
(5/6) − 1

4u
(2/3)

)

, kde u = x + 1, x ∈ (−1,+∞) 11. log
∣

∣

∣

√
1+x−

√
1−x√

1+x+
√
1−x

∣

∣

∣
+ 2 arctg

√

1−x
1+x ,

x ∈ (−1, 1) 12. log |u2−1|√
u4+u2+1

−
√
3 arctg 2u+1√

3
+

√
3 arctg 2u−1√

3
, kde u = 3

√

1−x
1+x
, x ∈ (−∞,−1)

nebo x ∈ (−1, 0) nebo x ∈ (1,+∞) 13. t =
√

2−x
2+x 14. t = 6

√
x+ 1 15. t =

√

x−1
x+1 16.

log (ex + 1), x ∈ R 17. ex − log(1 + ex) 18.
2

x−
√
x2+2x+2

− log(
√
x2 + 2x+ 2− x− 1), x ∈ R

19.
1
2
(x− 1)

√
x2 − 2x− 1− log |x− 1 +

√
x2 − 2x− 1|, x ∈ (−∞, 1−

√
2) nebo x ∈ (1+

√
2,+∞)

20. log t2−4t+6
t2+2 +

1√
2
arctg t√

2
− 1√

2
arctg t−2√

2
, kde t =

√
x2 + 2x+ 4− x, x ∈ R 21. argsinhx =

log(x +
√
x2 + 1) na R 22.

1
2x

√
x2 − 1 − 1

2 log |x +
√
x2 − 1| na (−∞,−1) a na (1,+∞) 23.

x
2

√
1− x2 + 1

2 arcsinx na (−1, 1) 24.
1
2 arctg sin

2 x na R 25. −12 log
∣

∣

∣

1+cosx
1−cosx

∣

∣

∣
na každém z

intervalů (kπ, (k + 1)π), k ∈ Z 26.
1
2
log
∣

∣

∣

1+sinx
1−sinx

∣

∣

∣
na každém z intervalů (−π

2
+ kπ, π

2
+ kπ),

k ∈ Z 27. a 28. substituce y = tg x
2
29. substituce y = tg x 30. substituce y = cosx

31. substituce y = tg x 32. substituce y = tg x
2 33. substituce y = tg x

================================================================
III. Vypočtěte následující integrály

1.
∫ 2

0
|1− x| dx 2.

∫ 1

−1
dx

x2−2x cosα+1 , α ∈ (0, π) 3.
∫ 2π

0
dx

1+ε cosx
, ε ∈ [0, 1)

4.
∫ π
2

0
dx

a2 sin2 x+b2 cos2 x
, ab 6= 0 5.

∫ 100π

0

√
1− cos 2x dx 6.

∫ log 2

0
xe−x dx 7.

∫ 2π

0
x2 cosx dx

8.
∫ e
1
e

| logx| dx 9.
∫

√
3

0
x arctg x dx 10.

∫ log 2

0

√
ex − 1 dx 11.

∫ a

0
x2

√
a2 − x2 dx 12.

∫ 1

0
arcsin

√
x√

x(1−x)
dx

13.
∫ 1

−1
x dx

x2+x+1 14.
∫ e

1
(x logx)2 dx 15.

∫ 1

0
x15

√
1 + 3x8 dx 16.

∫ 2π

0
dx

(2+cosx)(3+cos x)

17.
∫ 2π

0
dx

sin4 x+cos4 x
18.

∫ π

0
ex cos2 x dx 19.

∫ +∞
0

xne−x dx, n ∈ N
– – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – –
Výsledky a návody. 1. 1 2.

π
2 sinα

3.
2π√
1−ε2
, substituce t = cotg x

2
4.

π
2|ab| (např.

t = tg x) 5. 200
√
2 6.

1−log 2
2 7. 4π 8. 2 − 2

e 9.
2
3π −

√
3
2 10. 2 − π

2 11.
1
16πa

4

12.
π2

4
13.

1
2
log 3−

√
3
6
π 14.

5e3−2
27

15.
1+

√
2

30
16.

π
6
(4
√
3− 3

√
2), substituce t = cotg x

2

17. 2π
√
2, např. substituce t = tg x na (0, π2 ) 18.

3
5 (e

π − 1) 19. n!



IV. Lineární zobrazení a kvadratické formy
Je L : U → V lineární zobrazení? Pokud ano, jak vypadá Ker(L) a Im(L)?

1. U = R3, V = R4; a) L(u, v, w) = [u + w,w − v + 7u, u, u], b) L(u, v, w) = [u2, v, 0, 0], c)
L(u, v, w) = [0, 0, 0, 0],
d) L(u, v, w) = [u, v−1, 4w, u+w], e) L(u, v, w) = [u, v, w, w], f) L(u, v, w) = [u+ v, u− v, w, 10u].
2. U = C(R), V = C(R); *a) L(f)(x) = f(x + 1) − f(x), b) L(f)(x) =

∫ x

0
f(t) dt, c) L(f)(x) =

f(x2),

*d) L(f)(x) =
∫ x+1

x−1 f(t) dt.

3. U = C1(R), V = C(R); a) L(f)(x) = f ′(x), b) L(f)(x) = f(x)−f ′(x), c) L(f)(x) =
∫ x

0
f ′(t) dt.

Určování povahy kvadratických forem

4. Zjistěte, zda následující matice jsou pozitivně definitní, negativně definitní atd.

a)
(

1 2

2 1

)

; b)
(

2 1

1 2

)

; c)
(

0 2

2 0

)

; d)
(

1 1

1 1

)

; e)

(

1 1 1

1 3 5

1 5 1

)

; f)

(−10 1 1

1 −10 2
1 2 −1

)

;

g)

(

10 1 3

1 10 1

3 1 1

)

; h)

(

3 1 3

1 10 1

3 1 3

)

; i)

(−3 −1 3
−1 3 1

3 1 −3

)

; j)

( 1 1 3 −1
1 2 1 2

3 1 3 1

−1 2 1 4

)

.

– – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – –
Výsledky a návody. 1. a) ANO, Ker(L) = {[0, 0, 0]}, Im(L) = linR{[1, 7, 1, 1], [0,−1, 0, 0], [1, 1, 0, 0]}=
{[a, b, c, d] ∈ R4 : c = d}; b) NE (např. L(2 · [1, 0, 0]) 6= 2 · L([1, 0, 0])); c) ANO, Ker(L) = R3,
Im(L) = {[0, 0, 0, 0]}; d) NE (např. L(0, 0, 0) 6= [0, 0, 0, 0]); e) ANO, Ker(L) = {[0, 0, 0]}, Im(L) =
linR{[1, 0, 0, 0], [0, 1, 0, 0], [0, 0, 1, 1]} = {[a, b, c, d] ∈ R4 : c = d}; f) ANO, Ker(L) = {[0, 0, 0]},
Im(L) = linR{[1, 1, 0, 10], [1,−1, 0, 0], [0, 0, 1, 0]} = {[a, b, c, d] ∈ R4 : d = 5(a + b)}. 2. a) ANO,
Ker(L) tvoří 1-periodické funkce, Im(L) = C(R) (mírně obtížnější); b) ANO, Ker(L) = {0},
Im(L) = {f ∈ C1(R) : f(0) = 0}; c) ANO, Ker(L) = {f ∈ C(R) : f ↾ 〈0,+∞) = 0}, Im(L) tvoří
sudé funkce z C(R); d) ANO, Ker(L) tvoří 2-periodické funkce splňující navíc

∫ 1

−1 f(x) dx = 0,

Im(L) = C1(R) (obojí mírně obtížnější). 3. a) ANO, Ker(L) tvoří konstantní funkce, Im(L) =
C(R); b) ANO, Ker(L) = linR{ex} = {aex : a ∈ R}, Im(L) = C(R); c) ANO, Ker(L) tvoří kon-
stantní funkce, Im(L) = {f ∈ C1(R) : f(0) = 0}. 4. a) ID, b) PD, c),d) PSD, ne PD; e) ID, f)
ND, g) PD, h) PSD, ne PD, i),j) ID.
================================================================
V. Nalezněte lokálńı extrémy následuj́ıćıch funkćı v uvedených množinách:

1. f (x, y) = x4+y4−x2−2xy−y2;M = R
2
2. f (x, y) = xy+ 50x +

20
y ;M = {(x, y) ; x > 0; y > 0}

3. f (x, y) = x2y3 (6− x− y) ;M = {(x, y) ; x > 0; y > 0}
*4. f (x, y) = x2y3 (6− x− y) ;M = R

2
5. f(x, y) = 8 log(x2 + y2 + 1)− 3xy, M = R

2.

6. f (x, y, z) = x+ y2

4x +
z2

y +
2
z , M = {(x, y, z) ; x > 0, y > 0, z > 0}.

7. f (x, y, z) = x4 − y4 − x2 − 2xy − y2, M = R
2
8. f(x, y) = ex(x2 − y2 + xy), M = R

2.
9. Dokažte, že funkce f (x, y) = (1 + ey) cosx− yey nabývá lokálńıho maxima v nekonečně mnoha
bodech, avšak lokálńıho minima ani v jednom bodě.
– – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – –
Výsledky a návody. 1. Ostré lokálńı minimum v bodech [−1,−1] a [1, 1]; sedlový bod [0, 0]
(vyšetřte chováńı f v okoĺı počátku na př́ımkách y = 0 a y = −x). 2. Ostré lokálńı minimum
v bodě [5, 2]. 3. Ostré lokálńı maximum v bodě [2, 3]. 4. Ostré lokálńı maximum v bodě
[2, 3], neostré lokálńı maximum v bodech [0, y] pro y < 0 a pro y > 6, neostré lokálńı minimum v
bodech [0, y] pro y ∈ (0, 6), sedlové body [0, 6] a [x, 0] pro x ∈ R. (Pro rozlǐseńı neostrých extrémů
a sedlových bod̊u vyšetřete znaménko f .) 5. Ostré lokálńı minimum v bodě [0, 0], sedlové body

[
√

13
6 ,

√

13
6 ] a [−

√

13
6 ,−

√

13
6 ]. 6. Ostré lokálńı minimum v bodě [ 12 , 1, 1]. 7. Nemá lokálńı

extrémy (sedlový bod [0, 0] – vyšetřete chováńı na př́ımkách procházej́ıćıch počátkem). 8. Ostré
lokálńı maximum v bodě [−2,−1], sedlový bod [0, 0]. 9. Ostrá lokálńı maxima jsou v bodech
[2kπ, 0], k ∈ Z; sedlové body [(2k + 1)π,−2], k ∈ Z.



VI. Najděte vlastńı č́ısla a všechny jim př́ıslušné vlastńı vektory pro matice

1.

(

3 −1
2 0

)

2.

(

3 6
4 −2

)

3.

(

1 1
−1 1

)

4.

(

1 2
−2 5

)

5.





−2 1 2
−4 3 2
−5 1 5





6.





5 0 −2
2 3 −2
4 0 −1



 7.





8 −1 −3
8 1 −4
7 −1 −2



 8.





3 −1 −1
6 −2 −2
3 −1 −1



 9.





2 0 −1
5 −1 −2
1 1 −1





10.





−1 1 1
−3 2 2
−2 1 2



 11.







−23 21 3 −17
−40 35 4 −31
58 −50 −5 47
−8 6 0 −7







– – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – –
Výsledky a návody. (ve formátu: (vlastńı č́ıslo, násobnost, množina vlastńıch vektor̊u)) 1.
(1, 1, {t · [1, 2] : t ∈ C \ {0}}), (2, 1, {t · [1, 1] : t ∈ C \ {0}}). 2. (6, 1, {t · [2, 1] : t ∈ C \ {0}}),
(−5, 1, {t·[3,−4] : t ∈ C\{0}}). 3. (1+i, 1, {t·[1, i] : t ∈ C\{0}}), (1−i, 1, {t·[1,−i] : t ∈ C\{0}}).
4. (3, 2, {t · [1, 1] : t ∈ C\{0}}). 5. (1, 1, {t · [1, 1, 1] : t ∈ C\{0}}), (2, 1, {t · [1, 2, 1] : t ∈ C\{0}}),
(3, 1, {t · [1, 1, 2] : t ∈ C \ {0}}). 6. (1, 1, {t · [1, 1, 2] : t ∈ C \ {0}}), (3, 2, {t · [1, 0, 1] + s ·
[0, 1, 0] : [s, t] ∈ C2 \ {[0, 0]}}). 7. (1, 1, {t · [1, 1, 2] : t ∈ C \ {0}}), (3, 2, {t · [1, 2, 1] : t ∈ C \ {0}}).
8. (0, 3, {t · [1, 3, 0]+ s · [0,−1, 1] : [s, t] ∈ C2 \ {[0, 0]}}). 9. (0, 3, {t · [1, 1, 2] : t ∈ C \ {0}}). 10.

(1, 3, {t · [1, 1, 1] : t ∈ C \ {0}}). 11. (i, 2, {t · [3, 4,−5 + i, 0] + s · [−7− i, 0,−8− 10i, 8] : [s, t] ∈
C
2 \ {[0, 0]}}), (−i, 2, {t · [3, 4,−5− i, 0] + s · [−7 + i, 0,−8 + 10i, 8] : [s, t] ∈ C2 \ {[0, 0]}}).
================================================================

VII. Najděte Taylor̊uv polynom k-tého řádu v bodě 0 pro funkce
1. tg x, k = 4. 2. cos(sinx), k = 5. 3. sin(sinx), k = 6. 4. sin(1 − cosx), k = 3. 5.

arctg x, k ∈ N. 6. arcsinx, k ∈ N.
Spočtěte limity

7. lim
x→0

cosx−e
−x2

2

x4 8. lim
x→0

ex sinx−x(1+x)
x3 9. lim

x→+∞

(

6
√
x6 + x5 − 6

√
x6 − x5

)

10. lim
x→+∞

x
3
2

(√
x+ 1 +

√
x− 1− 2√x

)

11. lim
x→0

ax+a−x−2
x2

(a > 0) 12. lim
x→0

(

1
x
− 1
sinx

)

13. lim
x→+∞

(

x− x2 ln
(

1 + 1
x

))

14. lim
x→0

1
x

(

1
x − cosx

sinx

)

15. lim
x→+∞

(

(

x3 − x2 + x
2

)

e
1
x −

√
x6 + 1

)

16. Najděte a, b ∈ R, aby lim
x→0

x−(a+b cosx) sinx
x4 = 0.

17. Najděte a, b ∈ R, aby lim
x→0

x−a sinx−b tg x
x4 = 0 a spočtěte lim

x→0
x−a sinx−b tg x

x5 .
– – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – –
Výsledky a návody. 1. x + 1

3x
3
2. 1 − 1

2x
2 + 5

24x
4
3. x − 1

3x
3 + 1

10x
5
4.

1
2x
2
5.

T 02k−1(x) = T 02k(x) =
∑k

j=1
(−1)j−1
2j−1 x2j−1. 6. T 02k−1(x) = T 02k(x) =

∑k
j=1

(−1/2
j−1

)

x2j−1

2j−1 . 7. − 1
12

8.
1
3 9.

1
3 (lze i elementárně, pomoćı vhodného rozš́ı̌reńı) 10. −14 (lze i elementárně, pomoćı

dvoj́ıho vhodného rozš́ı̌reńı, takový postup je početně náročněǰśı) 11. log2 a 12. 0 13.
1
2

14.
1
3 15.

1
6 16. a = 4

3 , b = −13 17. a = 2
3 , b =

1
3 , limita vyjde − 1
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