
VIII.3 Konformní ekvivalene

Lemma 7 (Shwarzovo). Neh» f je holomorfní na U(0, 1) splòujíí f(0) = 0 a

|f(z)| ≤ 1 pro v¹ehna z ∈ U(0, 1). Pak platí

• |f(z)| ≤ |z| pro ka¾dé z ∈ U(0, 1),

• |f ′
(0)| ≤ 1.

Jestli¾e naví buï |f ′
(0)| = 1 nebo alespoò pro jedno z ∈ P (0, 1) platí |f(z)| = |z|, pak

existuje takové α ∈ C, |α| = 1, ¾e f(z) = αz pro v¹ehna z ∈ U(0, 1).

Vìta 8 (Riemannova). Neh» G $ C je oblast, pro kterou C \ G je souvislá. Pak

existuje konformní zobrazení G na U(0, 1).

De�nie. Oblasti G
1

, G
2

⊂ C se nazývají konformnì ekvivalentní, jestli¾e existuje kon-

formní zobrazení G
1

na G
2

.

Poznámka. Z Vìty 5 plyne, ¾e ka¾dé dvì oblasti G
1

, G
2

$ C se souvislým doplòkem

v C jsou konformnì ekvivalentní.

Dùsledek 9. Neh» G ⊂ C je oblast (tj. otevøená souvislá mno¾ina), pro kterou

C \G je souvislá. Pak platí:

(1) G je konformnì ekvivalentní C, právì kdy¾ G = C.
(2) G je konformnì ekvivalentní C, právì kdy¾ C \G obsahuje právì jeden bod.

(3) G je konformnì ekvivalentní U(0, 1), právì kdy¾ C\G obsahuje aspoò dva body.

Poznámka. Pro oblasti s nesouvislým doplòkem v C je situae slo¾itìj¹í. Napøíklad

platí netriviální tvrzení:

(1) Mezikru¾í P (a
1

, r
1

, R
1

) a P (a
2

, r
2

, R
2

) (kde aj ∈ C, 0 < rj < Rj < +∞ pro

j = 1, 2) jsou konformnì ekvivalentní, právì kdy¾

R
1

r
1

=

R
2

r
2

.

(2) Neh» 1 < R < +∞. Pak ka¾dé konformní zobrazení mezikru¾í P (0, 1, R) na

sebe je buï tvaru f(z) = αz, kde |α| = 1, nebo tvaru f(z) = αR
z
, kde |α| = 1.

De�nie. Neh» 
 ⊂ C je oblast. Øekneme, ¾e 
 je jednodu¹e souvislá, pokud pro

ka¾dou uzavøenou køivku ϕ : [0, 1℄ → 
 existuje spojité zobrazení H : [0, 1℄× [0, 1℄ → 


s vlastnostmi

(1) H(0, t) = ϕ(t) pro t ∈ [0, 1℄,

(2) H(s, 0) = H(s, 1) pro s ∈ [0, 1℄,

(3) zobrazení H(1, ·) je konstantní na [0, 1℄;

tj., pokud ka¾dá uzavøená køivka v 
 je v 
 homotopiká s konstantní køivkou.

Vìta 10 (harakterizae jednodu¹e souvislýh oblastí). Neh» 
 ⊂ C je oblast.

Následujíí tvrzení jsou ekvivalentní.

(a) 
 je homeomorfní jednotkovému kruhu U(0, 1).

(b) 
 je jednodu¹e souvislá.

() Pro ka¾dou uzavøenou estu ϕ v 
 a ka¾dý bod z ∈ C \ 
 je indϕ z = 0.

(d) Mno¾ina C \ 
 je souvislá.

(e) Polynomy jsou husté v H(
).

(f) Pro ka¾dou uzavøenou estu ϕ v 
 a ka¾dou f ∈ H(
) platí

∫
ϕ
f = 0.

(g) Ka¾dá holomorfní funke na 
 má v 
 primitivní funki.

(h) Pro ka¾dou f ∈ H(
), která na 
 nenabývá nuly, existuje g ∈ H(
) splòujíí

f(z) = exp(g(z)), z ∈ 
.

(i) Pro ka¾dou f ∈ H(
), která na 
 nenabývá nuly, existuje h ∈ H(
) splòujíí

f(z) = h(z)2, z ∈ 
.


