
VI.3 Vsuvka o nekoneènýh souèineh

De�nie.

• Nekoneèným souèinem rozumíme symbol

(*)

∞∏

n=1

an,

kde (an) je posloupnost komplexníh èísel.

• Hodnotou nekoneèného souèinu (*) rozumíme limitu

lim

n→∞

n∏

k=1

ak,

pokud tato limita existuje. Tuto hodnotu pak oznaèujeme rovnì¾

symbolem (*).

Poznámky:

(1) Hodnota nekoneèného souèinu nemusí být de�nována. Pokud je

de�nována, mù¾e to být nula, koneèné nenulové èíslo nebo ∞. Pro

souèin reálnýh èísel lze také uva¾ovat hodnotu +∞ nebo −∞.

(2) Pokud je an = 0 alespoò pro jedno n ∈ N, je hodnota nekoneèného

souèinu nulová (bez ohledu na hodnoty ostatníh èlenù posloup-

nosti).

(3) Hodnota souèinu mù¾e být nulová i v pøípadì, ¾e v¹ehny èleny

posloupnosti (an) jsou nenulové.

Vìtièka 13 (nutná podmínka konvergene). Neh» hodnota nekoneèného

souèinu (*) je koneèné nenulové èíslo. Pak lim

n→∞

an = 1.

Poznámky:

(1) Podmínka ve Vìtièe 13 je nutná, nikoli postaèujíí. A to ani v

pøípadì, ¾e v¹ehny èleny posloupnosti (an) jsou nenulové.

(2) Pokud je hodnota nekoneèného souèinu (*) nulová, lim

n
an nemusí

existovat, posloupnost (an) nemusí být ani omezená (ani v pøí-

padì, ¾e obsahuje jen nenulové èleny). Svìdèí o tom napøíklad

souèin

∞∏

n=1

n−1+2·(−1)

n

= 1 · 21 · 3−3 · 41 · 5−3 · 61 · 7−3 · · · = 0.



Vìta 14. Neh» (an) je posloupnost komplexníh èísel splòujíí

∞∑

n=1

|1− an| < ∞.

Pak platí:

(i) Hodnota nekoneèného souèinu

∏
∞

n=1 an je koneèné èíslo.

(ii) Pokud ¾ádný z èlenù posloupnosti (an) není nulový, pak hodnota

nekoneèného souèinu je nenulová.

(iii) Pro ka¾dou permutai (nj) pøirozenýh èísel platí∏
∞

j=1 anj
=

∏
∞

n=1 an.

Dùsledek 15. Neh» A je neprázdná mno¾ina a (un) posloupnost

omezenýh komplexníh funkí de�novanýh na A taková, ¾e øada∑
∞

n=1 |1−un| konverguje stejnomìrnì na mno¾inì A. Pro n ∈ N a z ∈ A

oznaème

fn(z) =

n∏

j=1

uj(z).

Pak platí:

(a) Funke fn konvergují stejnomìrnì na A k nìjaké funki f .

(b) Pro ka¾dou permutai (nj) pøirozenýh èísel platí

f(z) =

∞∏

j=1

unj
(z), z ∈ A.

() Je-li f(z
0

) = 0 pro nìjaké z
0

∈ A, pak existuje n ∈ N, pro které

un(z0) = 0.

Dùsledek 16. Neh» 
 ⊂ C je neprázdná oblast a (un) je posloupnost

holomorfníh funkí de�novanýh na 
, z nih¾ ¾ádná není konstatní

nulová funke. Pøedpokládejme, ¾e øada

∑
∞

n=1 |1 − un(z)| konverguje

lokálnì stejnomìrnì na 
. Pak funke

f(z) =

∞∏

n=1

un(z), z ∈ 
,

je holomorfní na 
 a není konstantnì rovna nule. Naví, pokud z
0

∈ 


je koøenem funke f , pak mno¾ina

M = {n ∈ N;un(z0) = 0}

je neprázdná a koneèná a pro násobnost koøenu z
0

platí (pøi znaèení z

Vìty 5)

Nf (z0) =
∑

n∈M

Nun
(z
0

).


