
VII. Algebra holomorfníh funkí

VII.1 Metriká struktura algeber H(G) a C(G)

Pøipomenutí: Je-li G ⊂ C otevøená, znaèí H(G) mno¾inu v¹eh holo-

morfníh funkí na G. Dále neh» C(G) znaèí mno¾inu v¹eh komplexníh

spojitýh funkí na G.

Poznámka: C(G) a H(G) jsou algebry (s obvyklými operaemi), je-li G

oblast, je H(G) naví obor integrity.

De�nie. Neh» (fn) je posloupnost funkí z C(G). Øekneme, ¾e fn
konverguje k funki f v prostoru C(G) (pí¹eme fn → f v C(G)), jestli¾e

funke fn konvergují k f lokálnì stejnomìrnì na mno¾inì G. Pokud jsou

uva¾ované v funke v H(G), øíkáme, ¾e fn → f v H(G).

Vìtièka 1. Neh» G ⊂ C je otevøená mno¾ina.

(i) Pokud fn → f a gn → g v C(G) a αn → α a βn → β v C, pak

αnfn + βngn → αf + βg v C(G).

(ii) Pokud fn → f a gn → g v C(G), pak fngn → fg v C(G).

Lemma 2. Neh» G ⊂ C je neprázdná otevøená mno¾ina. Pak ex-

istuje posloupnost neprázdnýh kompaktníh mno¾in (Kn)
∞

n=1 splòujíí

podmínky:

(i) G =

⋃
∞

n=1
Kn,

(ii) Kn ⊂ IntKn+1 pro n ∈ N,

(iii) Pro ka¾dou kompaktní K ⊂ G existuje takové n ∈ N, ¾e K ⊂ Kn.

(iv) Ka¾dá komponenta mno¾iny C\Kn obsahuje nìjakou komponentu

mno¾iny C \G.

Poznámka. Podmínka (i) je dùsledkem podmínky (iii). Podmínka (iii)

plyne z podmínek (i) a (ii).

De�nie. Neh»G ⊂ C je neprázdná otevøená mno¾ina a (Kn) je posloup-

nost kompaktníh mno¾in z Lemmatu 2.

• Je-li K ⊂ G kompaktní, oznaème

ϕK(f) = sup{|f(z)| : z ∈ K}, f ∈ C(G).

• Je-li n ∈ N, oznaème ϕn = ϕKn
.

• Pro f, g ∈ C(G) polo¾me

ρ(f, g) =

∞∑

n=1

1

2

n
min{1, ϕn(f − g)}.



Vìtièka 3. Neh» G ⊂ C je neprázdná otevøená mno¾ina.

(a) ϕK je pseudonorma na C(G) pro ka¾dou K ⊂ G kompaktní.

(b) ρ je metrika na C(G).

() Neh» (fn) je posloupnost funkí v C(G) a f ∈ C(G). Pak platí:

fn → f v C(G) ⇔ ϕK(fn−f) → 0 pro ka¾dou K ⊂ G kompaktní

⇔ ρ(fn, f) → 0.

(d) Metriký prostor (C(G), ρ) je separabilní a úplný. H(G) je jeho

uzavøený podprostor.

Poznámky.

(1) Je-li G neprázdná otevøená mno¾ina, budeme v¾dy uva¾ovat nì-

jakou pevnou posloupnost (Kn) splòujíí podmínky z Lemmatu 2

a C(G) i H(G) budeme v¾dy uva¾ovat s metrikou ρ.

(2) (C(G), ρ) je lineární metriký prostor, tj. metrika ρ je invariantní

vùèi posunutí a operae jsou spojité (Vìtièka 1(i)). Naví existuje

báze okolí 0 tvoøená konvexními mno¾inami, je to tedy lokálnì

konvexní prostor. Toté¾ platí pro podprostor (H(G), ρ).

(3) Pokud (K ′

n
) je jiná posloupnost splòujíí podmínky z Lemmatu 2,

pak jí pøíslu¹ná metrika ρ′ je ekvivalentní ρ.

De�nie. Neh» G ⊂ C je neprázdná otevøená mno¾ina a M ⊂ C(G).

Øekneme, ¾e M je omezená v C(G), jestli¾e pro ka¾dou U ⊂ C(G), která

je okolím 0, existuje λ > 0, pro které M ⊂ λU .

Pokud M je omezená v C(G) a naví M ⊂ H(G), øíkáme, ¾e M je

omezená v H(G).

Poznámka. M ⊂ C(G) je omezená v C(G) ⇔ funke z M jsou stejnì

omezené na ka¾dé z mno¾inKn ⇔ funke zM jsou lokálnì stejnì omezené

(tj. ka¾dý bod z G má okolí, na kterém jsou stejnì omezené)

Vìta 4 (Stieltjes-Osgood). Neh» G ⊂ C je neprázdná otevøená

mno¾ina a (fn) je posloupnost lokálnì stejnì omezenýh funkí z H(G)

(tj. posloupnost (fn) je omezená v H(G)). Pak existuje vybraná posloup-

nost (fnk
), která konverguje v H(G).

Dùsledek. Podmno¾ina M ⊂ H(G) je kompaktní, právì kdy¾ je uza-

vøená a omezená v H(G).

Vìta 5 (Osgood). Neh» G ⊂ C je otevøená mno¾ina a (fn) je taková

posloupnost funkí z H(G), ¾e posloupnost (fn(z)) konverguje pro ka¾dé

z ∈ G. Pak existuje taková otevøená hustá podmno¾ina U ⊂ G, ¾e

funke f |U je holomorfní na U a posloupnost (fn|U ) konverguje k (f |U )
v prostoru H(U).

Poznámka. Pro prostor C(G) Vìta 4, její dùsledek, ani Vìta 5 neplatí.


