
VII.3 Aproximae pomoí raionálníh funkí

Vìta 8 (Runge). Neh» K ⊂ C je kompaktní mno¾ina a M ⊂ C \K
je mno¾ina obsahujíí z ka¾dé komponenty mno¾iny C \K alespoò jeden

bod. Pak pro ka¾dou f ∈ H(K) existuje posloupnost Rn raionálníh

funkí s póly pouze v mno¾inì M , která konverguje k f stejnomìrnì

na K.

Dùsledek. Je-li K ⊂ C taková kompaktní mno¾ina, ¾e C \ K je

souvislá, pak pro ka¾dou f ∈ H(K) existuje posloupnost polynomù kon-

vergujíí k f stejnomìrnì na K.

Poznámka. Pøedhozí dùsledek neplatí pro ¾ádnou kompaktní K ⊂ C,

pro ní¾ není C \K souvislá.

Vìta 9 (Runge). Neh» G ⊂ C je otevøená a M ⊂ C \ G je mno¾ina

obsahujíí z ka¾dé komponenty mno¾iny C \ G alespoò jeden bod. Pak

mno¾ina v¹eh raionálníh funkí, které mají póly jen v bodeh mno¾iny

M , je hustá v H(G).

Dùsledek. Je-li G ⊂ C taková otevøená mno¾ina, ¾e C\G je souvislá,

pak polynomy jsou husté v H(G).

Poznámka. Pøedhozí dùsledek neplatí pro ¾ádnou otevøenou G ⊂ C,

pro ní¾ není C \G souvislá.

Vìta 10 (Runge). Neh» G ⊂ C je otevøená, M ⊂ C \ G a c :

M → {1,∞}. Pøedpokládejme, ¾e ka¾dá komponenta mno¾iny C \ M

obsahuje buï hromadný bod mno¾iny M nebo takové m ∈ M , pro které

je c(m) = ∞. Neh» Y je mno¾ina v¹eh raionálníh funkí s póly jen v

bodeh mno¾iny M ; pøièem¾, je-li c(m) = 1, je násobnost pólu v bodì m

nejvý¹e 1. Pak Y je hustá v H(G).

Vìta 11 (Mittag-Le�er). Neh» G ⊂ C je otevøená mno¾ina, A ⊂ G

mno¾ina izolovaná v G a pro ka¾dé a ∈ A neh» Pa je polynom splòujíí

Pa(0) = 0. Pak existuje f ∈ M(G), která má póly právì v bodeh

mno¾iny A, a hlavní èást Laurentova rozvoje funke f v prstenovém

okolí bodu a ∈ A je Pa(
1

z−a
).

Vìta 12. Neh» D = U(0, 1). Oznaème

M = {f ∈ H(D) : (∀α ∈ R)({f(reiα) : r ∈ (0, 1)} je hustá v C)}.

Pak H(D) \M je první kategorie v H(D).


