
VIII. Konformní zobrazení

VIII.1 Úhly a jejih zahovávání

Znaèení, de�nie a poznámky:

• Pro z ∈ C \ {0} oznaème A(z) = z

|z| .

• Neh» a, b, c ∈ C, pøièem¾ a 6= b a a 6= c. Øíkáme, ¾e úseèka ac

svírá s úseèkou ab úhel t ∈ [0, 2π), pokud

A(c− a)

A(b− a)
= eit.

• Právì de�novaný pojem úhlu odpovídá geometriké pøedstavì

(orientovaného) úhlu. Speiálnì platí:

◦ Úseèka ac svírá s úseèkou ab úhel 0, právì kdy¾ bod c le¾í

na polopøíme ab (tj. c− a je kladným násobkem b− a).

◦ Úseèka ac svírá s úseèkou ab úhel π, právì kdy¾ bod c le¾í na

polopøíme opaèné k polopøíme ab (tj. c − a je záporným

násobkem b− a).

◦ Úseèka ac svírá s úseèkou ab úhel

π

2

nebo

3

2

π, právì kdy¾

pøímky ab a ac jsou na sebe kolmé. Pøitom to, který z pøí-

padù nastává, závisí na orientai: Úseèka ac svírá s úseèkou

ab úhel

π

2

, právì kdy¾ c− a je kladným násobkem i(b − a);

a úhel

3

2

π, právì kdy¾ c− a je záporným násobkem i(b− a).

◦ Pokud úseèka ac svírá s úseèkou ab úhel t ∈ (0, 2π), pak

úseèka ab svírá s úseèkou ac úhel 2π − t.

• Neh» f : U(a,R) → C, kde a ∈ C a R > 0.

◦ Øekneme, ¾e zobrazení f zahovává úhly v bodì a, pokud pro

ka¾dé t ∈ R existuje vlastní limita

υ(t) = lim

r→0+

A(f(a+ reit)− f(a))

a pro ka¾dá t
1

, t
2

∈ R platí

υ(t
1

)

υ(t
2

)

=

eit1

eit2
.

◦ Øekneme, ¾e zobrazení f pøevraí úhly v bodì a, pokud pro

ka¾dé t ∈ R existuje vlastní limita υ(t) jako vý¹e a pro ka¾dá

t
1

, t
2

∈ R platí

υ(t
1

)

υ(t
2

)

=

eit2

eit1
.



Lemma 1. Neh» f : U(a,R) → C, kde a ∈ C a R > 0.

(i) Zobrazení f zahovává úhly v bodì a, právì kdy¾ pro ka¾dé t ∈ R

existuje vlastní limita

lim

r→0+

A(f(a+ reit)− f(a))e−it,

a její hodnota nezávisí na t.

(ii) Zobrazení f pøevraí úhly v bodì a, právì kdy¾ pro ka¾dé t ∈ R

existuje vlastní limita

lim

r→0+

A(f(a+ reit)− f(a))eit,

a její hodnota nezávisí na t.

(iii) Zobraení f pøevraí úhlu v bodì a, právì kdy¾ zobrazení f za-

hovává úhly v bodì a.

Pøíklady 2.

(1) Funke f(z) = αz, kde α ∈ C \ {0} zahovává úhly v ka¾dém

bodì C.

(2) Funke f(z) = 1

z
zahovává úhly v ka¾dém bodì C \ {0}.

(3) Funke f(z) = zn, kde n ∈ N, n ≥ 2, nezahovává úhly v bodì 0.

(4) Funke f(z) = z pøevraí úhly v ka¾dém bodì C.

(5) Funke f(z) =

1

z
(þkruhová inverzeÿ) pøevraí úhly v ka¾dém

bodì C \ {0}.
(6) Neh» f : R2 → R2

je lineární zobrazení reprezentované nenulovou

matií

(

a b

c d

)

. Pak f zahovává úhly (v nìjakém bodì, ekviva-

lentnì v ka¾dém bodì; R2

ztoto¾òujeme s C standardním zpù-

sobem), právì kdy¾ a = d a b = −c.

Vìtièka 3. Neh» f je komplexní funke de�novaná na U(a,R).

(i) Jestli¾e f ′
(a) existuje a je rùzná od 0, pak f zahovává úhly v

bodì a.

(ii) Jestli¾e f zahovává úhly v bodì a a funke

~f(x, y) = (Re f(x+

iy), Im f(x + iy)) má v bodì (Re a, Im a) nenulový totální difer-

eniál, pak existuje f ′
(a) (a je rùzná od 0).

(iii) Je-li f holomorfní v bodì a a f ′
(a) = 0, pak f nezahovává úhly

v bodì a.

Dùsledek. Neh» G ⊂ C je otevøená a f ∈ H(G). Pak f zahovává

úhly v ka¾dém bodì G, právì kdy¾ f ′
nenabývá nuly na G.


