
Konkávńı funkce – odd́ıl V.8 – pokračováńı

K Větě V.23

• Důležité předpoklady:

– G je konvexńı (aby mělo smysl se ptát, je-li f konkávńı).

– G je otevřená a f ∈ C1(G) (abychom mohli dobře pracovat s
parciálńımi derivacemi).

• Význam věty: Je to charakterizace konkávńıch funkćı mezi funkcemi
tř́ıdy C1. Tedy – máme-li funkci tř́ıdy C1, tato věta ř́ıká, jak se pozná,
je-li konkávńı.

• Význam podmı́nky (ii):

– Podmı́nka se dá přepsat takto:

∀x, y ∈ G : f(y) ≤ f(x) +
n∑

i=1

∂f

∂xi
(x)(yi − xi)

Pokud zvoĺıme pevné x ∈ G, pak výraz na pravé straně je funkce
(v proměnných y1, . . . , yn), jej́ımž grafem je tečná nadrovina ke
grafu funkce f v bodě [X, f(x)] (viz odd́ıl V.5).

Podmı́nka tedy ř́ıká toto: At’ si zvoĺım libovolné x ∈ G, graf funkce
f lež́ı pod tečnou nadrovinou v bodě [x, f(x)].

– Je-li n = 1, tedy G je otevřený interval, pak podmı́nka má tvar

∀x, y ∈ G : f(y) ≤ f(x) + f ′(x)(y − x),

tedy pro každé x ∈ G graf funkce f lež́ı pod tečnou v bodě
[x, f(x)]. To lze znázornit na obrázku:

Černě je vyznačen graf funkce f , barevně jsou vyznačeny
tečny v r̊uzných bodech. Funkce f je konkávńı a jej́ı graf
lež́ı pod každou z tečen.
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• Význam podmı́nky (iii):

– Pokud n = 1, G je otevřený interval a podmı́nka má tvar

∀x, y ∈ G : (f ′(y)− f ′(x))(y − x) ≤ 0.

To znamená přesně, že f ′ je nerostoućı naG. To je ovšem podmı́nka
z Věty IV.38 (přesněji z následuj́ıćı poznámky).

– Pro obecné n je to tedy jakési zobecněńı toho, že derivace je ne-
rostoućı.

– Pro n = 2 má podmı́nka tvar:

∀x, y ∈ G :

(
∂f

∂x1
(y)− ∂f

∂x1
(x)

)
(y1−x1)+

(
∂f

∂x2
(y)− ∂f

∂x2
(x)

)
(y2−x2) ≤ 0

• Důkaz provedeme pro n = 2 (obecný př́ıpad je téměř stejný).

(i)⇒ (ii) Předpokládejme, že f je konkávńı na G. Zvolme x, y ∈ G a
dokažme, že plat́ı uvedená nerovnost.

Protože f je konkávńı, plat́ı

∀t ∈ 〈0, 1〉 : f((1− t)x+ ty) ≥ (1− t)f(x) + tf(y).

Pokud t > 0, odečteme f(x) a výslednou nerovnost vyděĺıme t,
č́ımž dostaneme

∀t ∈ (0, 1〉 :
f((1− t)x+ ty)− f(x)

t
≥ f(y)− f(x). (∗)

Definujme si pomocnou funkci

ϕ(t) = f((1− t)x+ ty) = f(x+ t(y − x)).

Protože G je otevřená, je ϕ definována na intervalu (−δ, 1+δ) pro
nějaké δ > 0. Zd̊uvodńıme to pomoćı následuj́ıćıho obrázku:

2



0 1

x

y

−δ 1 + δ

Zelený ovál ohraničuje množinu G (je otevřená a konvexńı). Máme
v ńı body x a y, celá úsečka je obsažena v G (protože je konvexńı).
Tuto úsečku lze parametrizovat jako

x+ t(y − x), t ∈ 〈0, 1〉.

Protože G je otevřená, jsou body x, y vnitřńı body, tedy exis-
tuj́ı nějaká jejich okoĺı, která jsou celá obsažena v G (na obrázku
ohraničena zelenými čárkovanými kružnicemi).

Proto, když úsečku xy prodlouž́ıme na př́ımku, na obou stranách
bude ještě kousek ležet v množině G. Tuto prodlouženou úsečku
můžeme parametrizovat

x+ t(y − x), t ∈ (−δ, 1 + δ)

pro vhodné δ > 0. Na tomto intervalu je pak definována funkce ϕ.

Funkce ϕ je tedy definována na (−δ, 1 + δ) a podle (*) splňuje

∀t ∈ (0, 1〉 :
ϕ(t)− ϕ(0)

t
≥ f(y)− f(x).

Přechodem k limitě pro t→ 0+ (s použit́ım Věty IV.5 o limitě a
nerovnostech) dostaneme

ϕ′
+(0) ≥ f(y)− f(x), (∗∗)

pokud ona derivace existuje.

Zbývá použ́ıt Větu V.14: Uvědomme si, že

ϕ(t) = f(x1 + t(y1 − x1), x2 + t(y2 − x2)), t ∈ (δ, 1 + δ)
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je podle Věty V.14 tř́ıdy C1 na (δ, 1 + δ) a plat́ı

ϕ′(t) =
∂f

∂x1
(x1 + t(y1 − x1), x2 + t(y2 − x2)) · (y1 − x1)

+
∂f

∂x2
(x1 + t(y1 − x1), x2 + t(y2 − x2)) · (y2 − x2)

pro t ∈ (−δ, 1 + δ). Speciálně, dosazeńım t = 0 dostaneme

ϕ′(0) =
∂f

∂x1
(x1, x2) · (y1 − x1) +

∂f

∂x2
(x1, x2) · (y2 − x2)

Z této rovnosti a z (**) dostaneme

f(y)− f(x) ≤ ∂f

∂x1
(x) · (y1 − x1) +

∂f

∂x2
(x) · (y2 − x2),

což je dokazovaná nerovnost.

(ii)⇒ (iii) Toto je velmi snadné. Předpokládejme, že plat́ı (ii) a vezměme
x, y ∈ G. Aplikaćı (ii) dostaneme

f(y)− f(x) ≤ ∂f

∂x1
(x) · (y1 − x1) +

∂f

∂x2
(x) · (y2 − x2).

Pokud aplikujeme (ii) na dvojici y, x (tj. zaměńıme role x a y),
dostaneme

f(x)− f(y) ≤ ∂f

∂x1
(y) · (x1 − y1) +

∂f

∂x2
(y) · (x2 − y2).

Pokud sečteme uvedené dvě nerovnosti, dostaneme

0 ≤
(
∂f

∂x1
(x)− ∂f

∂x1
(y)

)
(y1−x1)+

(
∂f

∂x2
(x)− ∂f

∂x2
(y)

)
(y2−x2).

Vynásob́ıme −1 a dostaneme

0 ≥
(
∂f

∂x1
(y)− ∂f

∂x1
(x)

)
(y1−x1)+

(
∂f

∂x2
(y)− ∂f

∂x2
(x)

)
(y2−x2),

což je dokazovaná nerovnost.
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(iii)⇒ (i) Předpokládejme, že plat́ı (iii) a dokažme, že f je konkávńı
na G.

K tomu stač́ı ukázat, že f je konkávńı na každé úsečce obsažené v
G. Zvolme tedy a, b ∈ G (r̊uzné) a uvažme úsečku ab. Stejně jako
v d̊ukazu implikace (i)⇒ (ii) v́ıme, že existuje δ > 0, že

a+ t(b− a) ∈ G pro t ∈ (−δ, 1 + δ).

K tomu, abychom ukázali, že f je konkávńı na úsečce ab, stač́ı
ukázat, že pomocná funkce

ϕ(t) = f(a+ t(b− a))

je konkávńı na intervalu (−δ, 1 + δ).

Podle Věty V.14 je ϕ tř́ıdy C1 na (−δ, 1 + δ) a

ϕ′(t) =
∂f

∂x1
(a1 + t(b1 − a1), a2 + t(b2 − a2)) · (b1 − a1)

+
∂f

∂x2
(a1 + t(b1 − a1), a2 + t(b2 − a2)) · (b2 − a2)

pro t ∈ (−δ, 1 + δ). (Totéž jsme poč́ıtali již v d̊ukazu implikace
(i)⇒ (ii).)

Abychom ukázali, že ϕ je konkávńı, podle Věty IV.38 stač́ı ukázat,
že ϕ′ je nerostoućı. Zvolme tedy s, t ∈ (−δ, 1 + δ) splňuj́ıćı s < t a
pokusme se dokázat, že ϕ′(s) ≥ ϕ′(t).

Označme x = a+ s(b− a) a y = a+ t(b− a). Pak

ϕ′(t)−ϕ′(s) =

(
∂f

∂x1
(y)− ∂f

∂x1
(x)

)
(b1−a1)+

(
∂f

∂x2
(y)− ∂f

∂x2
(x)

)
(b2−a2).

Protože
y − x = (t− s)(b− a),

dostaneme

ϕ′(t)− ϕ′(s) =
1

t− s

((
∂f

∂x1
(y)− ∂f

∂x1
(x)

)
(y1 − x1)

+

(
∂f

∂x2
(y)− ∂f

∂x2
(x)

)
(y2 − x2)

)
≤ 0

d́ıky předpokladu (ii) a tomu, že t− s > 0. Důkaz je tedy hotov.
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• Důkaz pro obecné n je stejný, jen př́ıslušné výrazy maj́ı v́ıce sč́ıtanc̊u.

• Z d̊ukazu implikace (iii) ⇒ (i) je vidět, že je opravdu vztah mezi
podmı́nkou (iii) a Větou IV.38.

K Důsledku Věty V.23:

• Důkaz: Pokud ∂f
∂xi

(x) = 0 pro každé i, pak aplikace bodu (ii) z Věty
V.23 dává

∀y ∈ G : f(y)− f(x) ≤ 0,

tedy f nabývá v bodě x maxima na G.

• Geometrická interpretace: Jsou-li parciálńı derivace nulové, je tečná
nadrovina

”
vodorovná“, tj. je grafem konstantńı funkce. Je-li graf pod

touto tečnou nadrovinou, je v bodě dotyku maximum.

K Větě V.24: Je zcela analogická Větě V.23, d̊ukaz je stejný, význam ana-
logický. Jen jsou na správných mı́stech ostré nerovnosti. Např́ıklad, graf je
ostře pod tečnou nadrovinou kromě bodu dotyku.
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