Konkavni funkce — oddil V.8 — pokracovani
K Véte V.23
e Dulezité predpoklady:

— @ je konvexni (aby mélo smysl se ptét, je-li f konkavni).

— G je oteviend a f € C'(G) (abychom mohli dobfe pracovat s
parcidlnimi derivacemi).

e Vyznam véty: Je to charakterizace konkavnich funkei mezi funkcemi
tiidy C'. Tedy — mame-li funkci t¥idy C!, tato véta iikd, jak se poznd,
je-li konkavni.

e Vyznam podminky (ii):

— Podminka se da prepsat takto:

Vo € G f() S T+ D o (@) - )

Pokud zvolime pevné x € G, pak vyraz na pravé strané je funkce
(v proménnych yi,...,y,), jejimz grafem je tetnd nadrovina ke
grafu funkce f v bodé [ X, f(z)] (viz oddil V.5).

Podminka tedy k4 toto: At si zvolim libovolné x € G, graf funkce
f lezi pod teénou nadrovinou v bodeé [z, f(x)].

— Je-lin =1, tedy G je otevieny interval, pak podminka ma tvar

Ve,ye G: fly) < f(x) + f(x)(y — ),

tedy pro kazdé x € G graf funkce f lezi pod tecnou v bodé
[z, f(x)]. To lze znazornit na obrazku:

Cerné je vyznacen graf funkce f, barevné jsou vyznaceny
tecny v ruznych bodech. Funkce f je konkavni a jeji graf
lezi pod kazdou z tecen.



e Vyznam podminky (iii):

— Pokud n =1, GG je otevieny interval a podminka méa tvar

Vo,y € G (f'(y) — f'(x))(y —z) <0.

To znamena piesné, ze f’ je nerostouci na GG. To je ovsem podminka
z Véty 1V.38 (presnéji z nésledujici poznamky).

— Pro obecné n je to tedy jakési zobecnéni toho, ze derivace je ne-
rostouci.

— Pro n =2 ma podminka tvar:

v €6 (5200~ 5@ ) e+ (5200 - 520 ) (-ea) <0

e Dukaz provedeme pro n = 2 (obecny pfipad je témér stejny).

(1) = (i1) Predpokladejme, ze f je konkavni na G. Zvolme z,y € G a
dokazme, ze plati uvedena nerovnost.

Protoze f je konkavni, plati
Vi€ (0,1): f(1—t)z+ty) = (1 —1t)f(x) +1f(y).

Pokud ¢ > 0, ode¢teme f(z) a vyslednou nerovnost vydélime ¢,
¢imz dostaneme

(L =tz +ty) — f(x)

vVt € (0,1) : ;

> fly) = flx). (%)

Definujme si pomocnou funkci

o(t) = f(1—=t)x +ty) = fx +t(y —x)).

Protoze G je oteviend, je ¢ definovana na intervalu (—d,1440) pro
néjaké 6 > 0. Zduvodnime to pomoci nasledujictho obrazku:



/7 s

-6 0 11496

Zeleny ovél ohrani¢uje mnozinu G (je oteviend a konvexni). Mame
v ni body x a y, celd tsecka je obsazena v G (protoze je konvexni).
Tuto usecku lze parametrizovat jako

r+tly—x), te{0,1).

Protoze G je oteviend, jsou body zx,y vnitini body, tedy exis-
tuji néjaka jejich okoli, kterd jsou celd obsazena v G (na obrazku
ohrani¢ena zelenymi ¢arkovanymi kruznicemi).

Proto, kdyz tsecku xy prodlouzime na piimku, na obou stranach
bude jesté kousek lezet v mnoziné G. Tuto prodlouzenou tsecku
muzeme parametrizovat

r+tly—xz), te(—0,1459)

pro vhodné ¢ > 0. Na tomto intervalu je pak definovana funkce .
Funkce ¢ je tedy definovéna na (—4,1 4+ ¢) a podle (*) spliuje

©(t) — ¢(0)

vt e (0,1): ;

> f(y) — f(x).

Ptrechodem k limité pro ¢ — 0+ (s pouzitim Véty IV.5 o limité a
nerovnostech) dostaneme

' (0) = fly) — f(=), ()

pokud ona derivace existuje.
Zbyva pouzit Vétu V.14: Uvédomme si, ze

ot) = flzr +t(yr — v1), 22 +t(y2 — 12)), t€(0,1+0)
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je podle Véty V.14 tifdy C* na (6,1 + 4) a plati

(1) = g—f< Tty — 1), a t tys — 2)) - (51— 22)

+ aa_f(QH +t(yr — 1), 2 + (Y2 — 2)) - (y2 — 72)
o)

pro t € (—d,1+ ). Specialné, dosazenim ¢ = 0 dostaneme

90/(0) = aa_gi(l’la@) (th — 1) + 5—3{2(%1@2) (Y2 — x2)

Z této rovnosti a z (**) dostaneme

F6) = 1@) S 22@) - (=00 + 2@ - (2 = ),

coz je dokazovand nerovnost.

(1) = (uii) Toto je velmi snadné. Piedpoklddejme, ze plati (ii) a vezméme
z,y € G. Aplikaci (ii) dostaneme

F6) = 1) < 5@ (=) + @) - (= )

Pokud aplikujeme (ii) na dvojici y,z (tj. zaménime role = a y),
dostaneme

of

F(0) = ) £ 5 0) - (01— )+ 5-(0) - (22— 1)

Pokud se¢teme uvedené dvé nerovnosti, dostaneme

0 0 9 9
0< (axfl( ) — 8_:1{1@)) (y1—x1)+ <8—l{;(m) — a—;;(y)) (yo —2).
Vynéasobime —1 a dostaneme

02 (5200 - 220) =20+ (300 - 22 @) )

coz je dokazovand nerovnost.
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(1ii) = (i) Predpokladejme, ze plati (iii) a dokazme, ze f je konkavni
na G.
K tomu staci ukéazat, ze f je konkdavni na kazdé tiseCce obsazené v
G. Zvolme tedy a,b € G (ruzné) a uvazme tusecku ab. Stejné jako
v dukazu implikace (i) = (i7) vime, ze existuje 6 > 0, ze

a+tb—a) € Gprote (—0,1+459).

K tomu, abychom ukazali, ze f je konkavni na usecce ab, staci
ukézat, ze pomocna funkce

p(t) = fla+t(b—a))
je konkdavni na intervalu (—9d,1 + 9).
Podle Véty V.14 je o tiidy C! na (=§,1+6) a

of

O'(t) = 8_acl(a1 +t(by — a1),as + t(by — ag)) - (by — a1)
+ (‘36_;2(&1 + t(bl — al), a9 + t(bz — CLQ)) . (bg — CLQ)

pro t € (=9,1+9). (Totéz jsme pocitali jiz v dukazu implikace
(¢) = (id).)

Abychom ukazali, ze ¢ je konkavni, podle Véty 1V.38 staci ukazat,
ze ¢ je nerostouci. Zvolme tedy s,t € (—d,1+6) spliujici s < t a
pokusme se dokazat, ze ¢'(s) > /().

Oznatme z =a+ s(b—a) ay =a+t(b—a). Pak

20— (s) = (g—;@ - g—;@) (51—a1)+(§—gi(y) . g_i@)) (bhsas).

Protoze
y—z=(t—s)(b—a),
dostaneme
1)~ ¢() = ( (5200~ 5L@) -
+ (500 - @) - .u))
<0

diky predpokladu (ii) a tomu, ze t — s > 0. Dukaz je tedy hotov.

5



e Dukaz pro obecné n je stejny, jen prislusné vyrazy maji vice s¢itancu.

e 7 dukazu implikace (ii7) = (i) je vidét, ze je opravdu vztah mezi
podminkou (iii) a Vétou IV.38.

K Disledku Véty V.23:

e Diukaz: Pokud g—i(x) = 0 pro kazdé 7, pak aplikace bodu (ii) z Véty
V.23 dava
vy e G fly) = flz) <0,

tedy f nabyva v bodé z maxima na G.

o Geometricka interpretace: Jsou-li parcialni derivace nulové, je tecna
nadrovina ,vodorovna“, tj. je grafem konstantni funkce. Je-li graf pod
touto te¢nou nadrovinou, je v bodé dotyku maximum.

K Véte V.24: Je zcela analogickd Véte V.23, dukaz je stejny, vyznam ana-
logicky. Jen jsou na spravnych mistech ostré nerovnosti. Naptiklad, graf je
ostie pod tecnou nadrovinou kromé bodu dotyku.



