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M je uzavřená podle příkladu 7 ze supersemináře (funkce použité k její definici jsou spojité na R^3). M je omezená, protože je obsažena v uzavřené kouli o středu 0 a poloměru 1 (to plyne z první rovnice v definici M).M je neprázdná, protože obsahuje třeba bod [1/odmocnina(2),-1/odmocnina(2),0]. Neprázdnost též plyne z následujícího výpočtu, protože nějaké body v M najdeme. Je dobré si též představit, jak M vypadá - první rovnice určuje jednotkovou sféru (povrch koule) o středu 0, druhá rovnice určuje nějakou rovinu procházející počátkem, M je průnik, tedy nějaká kružnice se středem v počátku o poloměru 1.
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dokonce na celém R^3, tedy i na M
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Větu V.19
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na celém R^3; dokonce jsou třídy C^nekonečno. Plyne to z pravidel počítání derivací. Že jsou C^1 plyne i z toho, že níže spočtené parciální derivace jsou zřejmě spojité.
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Jsou-li lineárně závislé, je jeden z nich násobkem druhého. Pokud [1,1,1] je c-násobkem [2x,2y,2z], pak c není 0, a tedy [2x,2y,2z] je 1/c-násobkem [1,1,1]. Tedy v každém případě je [2x,2y,2z] násobkem [1,1,1], tedy x=y=z.
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Poznámka: Obecně není žádný návod, jak takovouto soustavu řešit. 
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Většinou se snažíme vhodnými operacemi s rovnicemi vyloučit multiplikátory lambda_1,lambda_2,protože jejich hodnoty nás nezajímají. 
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Další poznámka: Optimální je při řešení rovnic používat ekvivalentní úpravy. Ale ne vždy to je nezbytné. V těchto úlohách je podstatné žádný bod neopomenout, ale v principu nevadí, když zahrneme nějaký bod navíc. Proto je důležité, aby každé řešení uvedené soustavy bylo zahrnuto v seznamu "podezřelých bodů", ale nemusíme ověřovat, zda všechny nalezené body soustavu rovnic splňují. Je ovšem nezbytné, aby nalezené body patřily do množiny M.
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Máme totiž y=x a z=-2x.Hodnoty multiplikátorůnepočítáme, nezajímajínás.
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Výpočet je zcela stejný, jen s prohozenými rolemi x,y,z (funkce f, g_1 i g_2 jsou symetrické vzhledem k x,y,z, tj. prohození proměnných hodnotu nezmění).
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Z prvního případu (x=y) dostname třetí a šestý bod; z druhého případu (y=z) dostaneme první a čtvrtý bod; z třetího případu (x=z) pak druhý a pátý bod.
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Hodnota f v bodech v prvním řádku je 1/(3.odmocnina(6)) a v druhém řádku je to číslo opačné. Víme, že maximum i minimum se nabývá (viz začátek řešení), pomocí Věty V.19 a výpočtu jsme zjistili, že extrémy nemohou být nikde jinde než mezi nalezenými šesti body. Proto maximum na M je v těch bodech z oněch šesti, kde je největší hodnota (a minimum tam, kde je hodnota nejmenší).
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Kompaktnost lze zdůvodnit i bez geometrické představy - uzavřenost plyne z příkladu 7 k supersemináři, omezenost z první nerovnosti, z které plyne, že M je obsažena v uzavřené kouli o středu 0  a poloměru 1. Navíc M obsahuje počátek, tedy je neprázdná. Ale geometrická představa je též dobrá: První nerovnost dává zmíněnou uzavřenou kouli, druhá nerovnost dává poloprostor, jehož hraniční rovina prochází počátkem, a to poloprostor uzavřený (včetně hraniční roviny). Proto je M uzavřená polokoule (průnik koule a poloprostoru, jehož hraniční rovina obsahuje střed koule). 
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Toto je skutečně vnitřek M, jak plyne z geometrické představy - vnitřek uzavřené polokoule je otevřená polokoule. Ale pro výpočet není podstatné, že je to opravdu vnitřek. Důležité je jednak, že je to otevřená podmnožina M, a tedy v bodech extrémů lze použít Větu V.6;a pak to, že na zbytek množiny M lze použít Věta V.19 (alespoň po částech). Obecně totiž nemusí být zřejmé, ba ani platit, že záměnou nerovností neostrých za ostré se dostane vnitřek (viz příklad 5c ze supersem.). Naštěstí to není třeba ověřovat.
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Množinu M máme tedy rozdělenou na čtyři části. Lze k tomu přistupovat analyticky či geometricky. Analytický přístup lze popsat takto: Máme množinu danou neostrými nerovnostmi. Pro každou z nerovností máme pak dvě možnosti - buď platí ostrá nerovnost nebo rovnost. Rozdělíme tedy množinu na potřebný počet částí tak, že každá část je dána pouze ostrými nerovnostmi a rovnostmi. V našem případě máme M danou nerovnostmi <= a >=. Rozdělíme na čtyři části: < a > (vnitřek), < a = (H_1), = a > (H_2), = a  = (H_3). Pokud je množina dána pouze ostrými nerovnostmi, je otevřená, a tedy lze použít Věta V.6. Pokud je dána rovnostmi (a k tomu případně ostrými nerovnostmi),  použijeme Větu V.19 (a případné ostré nerovnosti zahrneme do popisu "množiny G" z této věty - viz množiny G_1 a G_2 v popisu H_1 a H_2).V našem případě lze použít i geometrickou představu: M je uzavřená polokoule, vnitřek M je otevřená polokoule, hranice je povrch - hraniční kruh a hraniční polosféra. H_1 je hraniční kruh bez kružnice; H_2 je hraniční polosféra (polovina povrchu koule) bez ohraničující kružnice; H_3 je zbývající kružnice. Geometrická představa je užitečná, ale ne vždy si lze množinu M snadno představit, proto je vhodné umět postupovat analyticky jako výše.
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Totiž [1,1,1]
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Tedy - vyloučíme lambda. Odečteme druhou rovnici od první a dostaneme z(x-y)=0, tedy buď z=0 nebo x=y. Odečteme druhou rovnici od třetí a dostame x(y-z)=0, tedy buď x=0 nebo y=z. Obě možnosti musí platit zároveň, a tedy dostáváme 4 možnosti: z=0,x=0 nebo z=0,y=z nebo  x=y,x=0 nebo x=y,y=z. Ve všech případech dostaneme jediné řešení [0,0,0].
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gradient je totiž [2x,2y,2z]
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Odečteme druhou rovnici od první, dostaneme (z-2.lambda)(y-x)=0.Odečteme druhou rovnici od třetí, dostaneme (x-2.lambda)(y-z)=0.Z těchto dvou rovností plyne, že x=y nebo y=z nebo x=z. Prozkoumejme první možnost. Pokud x=y, pak první i druhá rovnice mají tvar [*] x(z+2.lambda)=0 a třetí má tvar [**] x^2+2.lambda.z=0. [*] dává, že buď x=0 nebo z=-2.lambda. Možnost x=0 dává body [0,0,1] a [0,0,-1]. Pokud z=-2.lambda, pak [**] lze
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přepsat jako x^2-z^2=0, tedy x=z nebo x=-z.Možnost x=z dává x=y=z, tedy první a osmý bod. Možnost x=-z dává x=y=-z, tedy čtvrtý a pátý bod. Další možnosti (y=z resp. x=z) jsou zcela analogické.
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Rovnost x^2+y^2+z^2=1 splňuje všech 14 nalezených bodů, ale nerovnost x+y+z>0 jen tyto.
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Připomeňme, že f(x,y,z)=xyz. Tedy f nabývá hodnoty 0 v podezřelých bodech ve vnitřku M,v bodě [0,0,0] (z H_1) a v bodech [1,0,0], [0,1,0] a [0,0,1] (z H_2). Hodnoty v bodechz H_3 jsme spočítali v předchozím příkladu, jsou to 1/(3.odmocnina(6)) a -1/(3.odmocnina(6)). Ve zbývajících bodech z H_2 jsou hodnoty 1/(3.odmocnina(3))a -1/(3.odmocnina(3)). To jsou největší a nejmenší hodnota.  
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Poznámka: Podezřelých bodů v tomto příkladu bylo nekonečně mnoho(ve vnitřku M). Ale to nevadilo, s ohledem na to, že ve všech s výjimkoukonečně mnoha, byla hodnota nula.


