K oddilu VI.1 (druhd ¢ast) — ndsobeni matic, transponované matice

K definici maticového nasobeni

e Nasobit spolu lze jen matice kompatibilnich typu. Soucin matice typu
m X k a matice typu k X n je matice m X n.

Tedy: Souc¢in matic A - B je definovan, pokud pocet sloupcu matice A
je stejny jako pocet fadku matice B. Vysledna matice mé pak pocet
radku stejny jako A a pocet sloupcu stejny jako B.

e Soudin matice typu 1 x k (tj. fadkového vektoru délky k) a matice typu
k x 1 (tj. sloupcového vektoru délky [resp. vysky| k) je tedy matice
1 x 1, kterou interpretujeme jako ¢islo. Tento soucin je definovan

b
by
(CL1 Ao ... CLk)' : :a1b1+a2b2+--~+akbk,
b,
napfiiklad
—1
(1 37-{0])]=1-(-1)+3-0+7-8=55.
8

e Soucin matic A - B lze popsat takto: Aby byl definovan, musi byt délka
radku matice A stejnd jako délka (tj. vyska) sloupcu matice B. Pritom
¢islo na misté ¢ ve vysledné matici je rovno soucinu i-tého radku matice
A a j-tého sloupce matice B. Priklad:

I -2 3Y\ ; (114 (-2)-243-1 1-34+(-2)-2+3-
0o 1 7 ] - 0-1+1-247-1 0-34+1-24+7-

e Soucin matice typu m X k a sloupcového vektoru délky k je sloupcovy
vektor délky m.

S tim souvisi nésledujici pozorovani, které se bude ¢asto hodit: Je-li
soucin A - B definovan, pak j-ty sloupec matice A - B lze spocitat jako
soucin matice A a j-tého sloupce matice B.



e Podobneé, soucin fadkového vektoru délky k a matice typu k£ X n je
radkovy vektor délky n.

A opét s tim souvisi uzitetné pozorovani: Je-li soucin A - B definovan,
pak i-ty tadek matice A -B lze spocitat jako soucin ¢-tého radku matice
A a matice B.

e U maticového nasobeni zalezi na potradi, tj. ndsobeni matic neni komu-
tativni. Podrobnéji:

— Pokud je naptiklad A matice typu 3 x 2 a B matice typu 2 x 4,
pak soucin A - B je definovan a soucin B - A neni definovan.

— Pokud je naptiklad A matice typu 3 x 2 a B matice typu 2 x 3,
pak soucin A -B je matice typu 3 x 3 a soucin B- A je matice typu
2 x 2. Oba souciny jsou definovény, ale jsou to matice ruznych
typu.

— Pokud A, B jsou ¢tvercové matice tadu n, pak A-B i B - A jsou
¢tvercové matice tadu n, ale nemusi se rovnat. Snadno se najde
priklad mezi ¢tvercovymi maticemi radu 2.

Cvicent:

1. Popiste, jak funguje ndsobeni diagondlnich matic radu n. Je komuta-

tioni?
, 2 0 L . N 5 .
2. Necht A = 0 1)@ B je ctvercovd matice ddu 2. Cemu se rovnd A-B
a cemu B - A? Lisi se?
, 0 1 o . L S .
3. Necht A = 1 0)¢ B je c¢tvercovd matice 7adu 2. Cemu se rovnd A-B

a Cemu B - A? Lisi se?
K Véte VI.2:

e Tvrzeni (i)—(iii) této véty se dokaze vypoctem. Nejprve uréime piipustné
typy prislusnych matic a ukazeme, ze pak matice na levé a na pravé
strané jsou stejného typu. Poté pomoci definice maticového nasobeni
spoCteme prvek na misté 5 matice na levé strané a matice na pravé
strané a ovérime, ze to vyjde stejné. Dukaz provedeme podrobné pro
tvrzeni (i).



e Dikaz tvrzeni (i): Aby méla smysl leva strana, musi mit B stejné
sloupcu jako ma C tadku. Aby méla smysl prava strana, musi mit
A stejné sloupctu jako mé B radku. Predpokladejme tedy, ze A je typu
m X p, B je typu p x ¢ a C je typu g x n.

Pak BC je typu p x n, tedy A(BC) je typu m X n.
Matice AB je typu m x ¢, tedy (AB)C je typu m x n.

Proto matice na levé i na pravé strané jsou definované a stejného typu.
Zbyva spocitat, ze maji stejné prvky. Oznacme prvky matice A jako
a;j, prvky matice B jako b;; a prvky matice C jako c¢;;.

Podle definice maticového ndsobeni mé matice A(BC) na misté ij ¢islo

p p q p q
> aBC)y = ap (Z blej) => (Z aikbklclj> :
k=1 =1

k=1 k=1 1=1

Pritom symbolem (BC);; oznac¢ujeme prvek na misté kj v matici BC.
Prvni rovnost je opét z definice maticového nasobeni, druha plyne z
distributivity s¢itdni vuci nasobeni pro éisla.

Podobné ma matice (AB)C na misté ij ¢islo

q q p q p
> (AB)uc; =Y (Z az‘kbkl> =y (Z aikbklclj) :
=1 =1 \k=1 =1 \k=1
Kdyz oba vysledky porovname, vidime, ze v obou pripadech jde o
soucet vSech vyrazu tvaru a;;bgc; pro k€ {1,...,p}al e {l,...,q}.
Tyto vyrazy jsou jinak usporadané a uzavorkované, ale protoze sc¢itani
¢isel je komutativni a asociativni, je vysledek v obou ptripadech stejny.

e Tvrzeni (ii) a (iii) se dokdzou podobné jako tvrzeni (i), jen je vypocet
jednodussi.

e Dukaz tvrzeni (iv):

— Necht n € N je pevné. Ozna¢me symbolem I ¢tvercovou matici
fadu n, ktera ma na diagondle samé jednicky a mimo diagonalu
samé nuly. Pro n = 1,2, 3 jde o matice

1 00
(1), (é (D 010
0 0 1



Této matici fikdme jednotkova matice fadu n.

Necht I je jednotkova matice fadu n.

Pak pro kazdou matici A, kterd ma n radku, plati I- A = A. Diky
vlastnostem maticového nasobeni to staci dokazat, pokud A je
sloupcovy vektor délky n:

1 00 0 ai aj
010 0 as Qs
O 0 ]. O as = as ,
000 1 ap Qn,

protoze na j-tém misté (tj. v j-tém Fadku) soucinu je
]Ijl-a1+]lj2-a2+~-+ﬂjn~a1 :aj,

kde I;;, znaci ¢islo na misté j& v matici I. Staci si uvédomit, ze I
je rovno 0 pro j # k a je rovno 1 pro j = k.

Analogicky je vidét, ze pro kazdou matici B, kterd ma n radkuy,
plati B - I = B. Opét to diky vlastnostem maticového nasobeni
staci dokéazat, pokud B je radkovy vektor délky n:

100 0
010..0

(b1 by by ... by)- |0 O 1 oo O =(b; by b3 ... b,).
000 .. 1

Specidlné, pokud je I jednotkova matice fadu n a A ctvercova
matice fadu n (tj. ma n fadka a n sloupcn), pak I-A = A -1 = A.

Vlastnost z predchoziho bodu charakterizuje jednotkovou matici.
Kdyby totiz J byla jind ¢tvercova matice fadu n takova, ze pro
kazdou ¢tvercovou matici A radu n plati J-A = A-J = A, pak by
specialné platilo

J=J-I=L



K definici transponované matice:

e Transponovand matice k matici A typu m x n je matice AT typu n x m,
ktera vypada nasledovné:

V i-tém faddku matice AT jsou prvky i-tého sloupce matice A.
Podobné, v j-tém sloupci matice AT jsou prvky j-tého fddku matice
A.

e Piiklady transponovanych matic:

aq bl ’
b
(a1 az an)T: a.z ) :2 :(bl ba bn)a
Qn b,

(1 ~2 3>T_ _12 (1) (1 —2>T_<1 7)
0 1 7 . o 7 2 ~2 2

e Pokud A je étvercova matice fadu n, pak A7 je opét ¢tvercova matice
fadu n. Pfitom AT vznikne z A | pievrdcenim podle diagondly:

T
LN 1 7 1 -2 17
- o) =1 ) 72 0 =221
1 5 05

e Specialnim typem ¢tvercovych matic jsou tzv. symetrické matice, tj. ty,
které se prevracenim podle diagondly nezméni, neboli matice splnujici
AT = A. Piiklady symetrickych matic:

1 0 =2
(_12 _22) , 0 2 7
-2 7 5
Symetrické matice jsou dosti dulezité, ale o tom se presvédc¢ime az v
Matematice III.



K Vétée VI.3:
e Body (i) a (ii) jsou velmi snadné.
e Dikaz bodu (iii):
— AB je matice typu m x k, tedy (AB)? je matice typu k x m.
BT je matice typu k x n, AT je matice typu n x m, tedy souéin

BTAT je definovan a je to matice typu k x n.
Tedy levd i pravé strana jsou definovana a jsou to matice téhoz

typu.
— Dokazme nejprve specidlni pripad m = k£ = 1. Pak
b
A= (a1 as ... an), B = b:2 ,
by
tedy

AB = a1b1 + CLQbQ + ... anbn

je matice typu 1 x 1, tedy vlastné ¢islo. Tato matice se transpo-
novanim nezmeéni, tedy i

(AB)T = a1b1 + a262 + ... anbn.

Dale,
ay
a2
BTAT = (bl by ... bn) : . = biay + baag + - - - + byay,.
an

Protoze nasobeni ¢isel je komutativni, jsou oba vyrazy stejné, ne-
boli v tomto pifpadé je AB = (AB)” = BTAT.
— Obecny piipad: Porovnejme prvky na misté ¢7:
(AB)")y; = (AB);; = (j-ty fddek A) - (i-ty sloupec B),
(BTAT);; = (i-ty tadek A7) - (j-ty sloupec BT)
= (i-ty sloupec A)T - (j-ty Fadek B)”.
Podle predchoziho bodu odsud plyne, ze ((AB)7);; = (BTAT),;.
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Cwiceni: Necht A je matice typu m x n.

1. Ukazte, Ze souciny ATA a AAT jsou definovdny.
2. Jaké jsou typy téchto matic?

3. Ukazte, Ze jsou symetrické.

4. Pokudm = n, neboli A je ¢tvercovd matice, musi se oba souciny rovnat?



