
IV.2 Dal�s�� vlastnosti limit funk
��

V�eta 4 (aritmetika limit). Ne
ht' c ∈ R

∗
a f, g jsou funk
e, které splòují

lim

x→c
f(x) = A ∈ R

∗
a lim

x→c
g(x) = B ∈ R

∗
. Potom plat��:

(i) lim

x→c
(f(x) + g(x)) = A+B, pokud je v�yraz A+B de�nov�an,

(ii) lim

x→c
f(x)g(x) = AB, pokud je v�yraz AB de�nov�an,

(iii) lim

x→c
f(x)/g(x) = A/B, pokud je v�yraz A/B de�nov�an.

D�usledek. Ne
ht' funk
e f a g jsou spojit�e v bod�e a ∈ R. Pak tak�e funk
e

f + g a fg jsou spojit�e v bod�e a. Pokud nav��
 g(a) 6= 0, pak tak�e funk
e f/g je

spojit�a v bod�e a.

V�eta 5 (o srovn�an��). Ne
ht' c ∈ R

∗
, lim

x→c
f(x) = A ∈ R

∗
a lim

x→c
g(x) = B ∈ R

∗
.

(i) Jestli�ze A > B, pak existuje prsten
ov�e okol�� P (c, δ) takov�e, �ze pro ka�zd�e

x ∈ P (c, δ) plat�� f(x) > g(x).
(ii) Jestli�ze existuje prsten
ov�e okol�� P (c, δ) takov�e, �ze pro ka�zd�e

x ∈ P (c, δ) plat�� f(x) ≤ g(x), pak plat�� A ≤ B.

V�eta 6 (o poli
ajte
h). Ne
ht' a ∈ R

∗
.

(i) Ne
ht' f, g, h jsou funk
e, pro kter�e plat��:

• Existuje δ ∈ R, δ > 0 takov�e, �ze pro ka¾dé x ∈ P (a, δ) plat��

f(x) ≤ h(x) ≤ g(x).
• lim

x→a
f(x) = lim

x→a
g(x).

Potom existuje rovn�e�z lim

x→a
h(x) a rovn�a se lim

x→a
f(x).

(ii) Ne
ht' f a g jsou funk
e, pro kter�e plat��:

• Existuje δ ∈ R, δ > 0 takov�e, �ze pro x ∈ P (a, δ) plat�� f(x) ≤ g(x).
• lim

x→a
f(x) = +∞.

Potom tak�e lim

x→a
g(x) = +∞.

(iii) Ne
ht' f a g jsou funk
e, pro kter�e plat��:

• Existuje δ ∈ R, δ > 0 takov�e, �ze pro x ∈ P (a, δ) plat�� f(x) ≥ g(x).
• lim

x→a
f(x) = −∞.

Potom tak�e lim

x→a
g(x) = −∞.

V�eta 7 (dopl�nky k aritmeti
e limit). Ne
ht' f a g jsou funk
e a c ∈ R

∗
.

(a) Je-li lim

x→c
f(x) = 0 a funk
e g je omezen�a na P (c, δ) pro n�ejak�e δ > 0,

pak lim

x→c
f(x)g(x) = 0.

(b) Je-li lim

x→c
f(x) > 0, lim

x→c
g(x) = 0 a funk
e g je kladn�a na P (c, δ) pro

n�ejak�e δ > 0, pak lim

x→c
f(x)/g(x) = +∞.



V�eta 8 (o limit�e slo�zen�e funk
e). Ne
ht' funk
e f a g spl�nuj��:

(i) lim

x→c
g(x) = A,

(ii) lim

y→A
f(y) = B.

Je-li nav��
 spln�ena alespo�n jedna z podm��nek

(S) f je spojit�a v A,

(P) ∃η > 0 ∀x ∈ P (c, η) : g(x) 6= A,

pak lim

x→c
f(g(x)) = B.

D�usledek (spojitost slo�zen�e funk
e). Ne
ht' funk
e g je spojit�a v bod�e a ∈ R

a funk
e f je spojit�a v bod�e g(a). Pak funk
e f ◦ g je spojit�a v bod�e a.

Pozn�amka. Z�rejm�e analogie V�et 2 a�z 7 plat�� pro limity zleva a zprava. Podobn�e

analogie d�usledk�u V�ety 3 a V�ety 4 plat�� i pro spojitost zleva a zprava. Sv�e

analogie pro jednostrann�e limity m�a i V�eta 8. Jedna z variant V�ety 8 pro

jednostrann�e limity je tato:

Necht’ funkce f a g splňuj́ı:

(i) lim
x→c

g(x) = A,

(ii) lim
y→A+

f(y) = B.

Je-li nav́ıc splněna alespoň jedna z podmı́nek

(S) f je spojitá v bodě A zprava a nav́ıc ∃η > 0 ∀x ∈ P (c, η) : g(x) ≥ A,

(P) ∃η > 0∀x ∈ P (c, η) : g(x) > A,

pak lim
x→c

f(g(x)) = B.

V�eta 9 (o limit�e monotonn�� funk
e). Ne
h» funk
e f je monotonn�� na (a, b),
kde a, b ∈ R

∗
, a < b. Potom existuj�� lim

x→a+
f(x) a lim

x→b−
f(x).

V�eta 10 (Heine). Ne
ht' c, A ∈ R

∗
a lim

x→c
f(x) = A. Ne
ht' {xn} je posloup-

nost re�aln�y
h �
��sel spl�nuj��
��
h xn 6= c pro ka�zd�e n ∈ N a limxn = c. Pak

lim f(xn) = A.

Pozn�amky.

(1) Analogi
k�a tvrzen�� plat�� pro limitu zleva a limitu zprava. (Pro limitu

zprava se p�redpoklad xn 6= c nahrad�� p�redpokladem xn > c.)
(2) Plat�� i obr�a
en�� V�ety 10: Jestli�ze f je de�nov�ana na P (c, δ) pro n�ejak�e

δ > 0 a pro ka�zdou posloupnost {xn} prvk�u Df r�uzn�y
h od c spl�nuj��
��

limxn = c plat�� lim f(xn) = A, pak lim

x→c
f(x) = A.

Mo¾ná srozumitelnìj¹í je obmìna: Je-li f de�nována na P (c, δ) pro nì-

jaké δ > 0 a pøitom A není limitou funk
e f v bodì c, pak existuje

posloupnost {xn} prvkù Df rùzný
h od c, pro kterou platí limxn = c,
ale A není limitou posloupnosti {f(xn)}.
Podobn�e pro jednostrann�e limity.


