
IV.5 Element�arn�� funk
e { logaritmus a exponen
iála

V�eta 23 (zaveden�� logaritmu). Existuje jedin�a funk
e (zna�
��me ji log a naz�yv�ame ji

p�rirozen�ym logaritmem), kter�a m�a tyto vlastnosti:

(L1) D
log

= (0,+∞);

(L2) funk
e log je na (0,+∞) rostou
��;

(L3) ∀x, y ∈ (0,+∞) : log xy = log x+ log y;

(L4) lim

x→1

log x

x−1

= 1.

Pozn�amka. Vlastnost L2 je d�usledkem vlastnost�� L1, L3 a L4. P�resv�ed�
��me se o tom

pozd�eji.

V�eta 24 (dal�s�� vlastnosti logaritmu). D�ale plat��

(L5) log 1 = 0;

(L6) ∀x ∈ (0,+∞) : log 1/x = − log x;
(L7) ∀x ∈ (0,+∞) ∀n ∈ Z : log xn

= n log x;
(L8) lim

x→+∞

log x = +∞, lim

x→0+

log x = −∞;

(L9) log

′ x =

1

x
pro ka�zd�e x ∈ (0,+∞);

(L10) log je spojit�a na (0,+∞);

(L11) H
log

= R;

(L12) existuje pr�av�e jedno �
��slo e ∈ (0,+∞) spl�nuj��
�� log e = 1.

De�ni
e. Exponen
i�aln�� funk
�� naz�yv�ame funk
i inverzn�� k funk
i log. Zna�
��me ji exp.

V�eta 25 (vlastnosti exponen
i�aln�� funk
e).

(E1) D
exp

= R, H
exp

= (0,+∞);

(E2) funk
e exp je spojit�a a rostou
�� na R;

(E3) exp 0 = 1, exp 1 = e;
(E4) ∀x, y ∈ R : exp(x+ y) = expx · exp y;
(E5) lim

x→+∞

expx = +∞, lim

x→−∞

expx = 0;

(E6) exp

′ x = expx pro ka�zd�e x ∈ R;

(E7) lim

x→0

exp(x)−1

x
= 1.

De�ni
e.

• Ne
ht' a ∈ (0,+∞), b ∈ R. Obe
nou mo
ninou ab rozum��me �
��slo ab = exp(b log a).
• Ne
ht' a, b ∈ (0,+∞), a 6= 1. Obe
n�ym logaritmem loga b rozum��me �
��slo

log

a
b = log b

log a

V�eti�
ka 26. Plat��:

• ∀a, b ∈ (0,+∞), a 6= 1: aloga b
= b;

• ∀a ∈ (0,+∞), a 6= 1 ∀b ∈ R : log

a
ab = b;

• ∀a ∈ (0,+∞)∀b, c ∈ R : ab · ac = ab+c, (ab)c = abc;
• ∀a ∈ (0,+∞) : a−1

= 1/a& ∀n ∈ N : an = a · . . . · a
︸ ︷︷ ︸

n kr�at

• ∀a, b, c ∈ (0,+∞), a 6= 1: loga(bc) = loga b+ loga c.


