IV.7 Derivace funkce — aplikace

Definice. Nechf f je funkce a a € R. Rekneme, ze funkce f ma v bodé a
e lokalni maximum, jestlize existuje 6 > 0 takové, ze pro kazdé z € B(a,d) je f(x) < f(a)
e lokaIni minimum, jestlize existuje § > 0 takové, ze pro kazdé = € B(a,0) je f(x) > f(a)
e lokalni extrém, ma-li v bodé a lokalni maximum nebo lokalni minimum.
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Poznamka. M4-li f v bodé a lokdlni extrém, je definovana alespon na néjakém okoli bodu a.
Véta 31 (nutnd podminka lokélniho extrému).  Necht funkce f md v bodé a lokdlni extrém.
Existuje-li f'(a), pak je f'(a) = 0.
Véta 32 (Rolleova).  Necht a < b a funkce f ma ndsledujici vlastnosti:

(i) je spojita na intervalu (a,b),

(ii) m4 derivaci (vlastni ¢i nevlastni) v kazdém bodé otevieného intervalu (a,b),

(iii) f(a) = f(b).
Potom existuje bod £ € (a,b) takovy, ze plati f'(£) = 0.
Véta 33 (Lagrangeova). Necht a < b a funkce f je spojitd na intervalu (a,b) a ma derivaci
(vlastni ¢i nevlastni) v kazdém bodé intervalu (a,b). Potom existuje £ € (a,b) takovy, ze plati

1oy J(0) = fla)
Véta 34 (vztah znaménka derivace a monotonie funkce na intervalu).  Nechf J je interval,

funkce f je spojitd na J a ma derivaci (vlastni nebo nevlastni) v kazdém vnitinim bodé intervalu

J.

(i) Funkce f je neklesajici na intervalu J, pravé kdyz pro kazdy vnitini bod x intervalu J
plati f'(xz) > 0.
(ii) Je-li f'(z) > 0 pro kazdy vnitini bod x intervalu J, je funkce f na intervalu J rostouci.

Analogicky pro funkce nerostouci ¢i klesajici.

Disledek. Je-li f'(x) =0 pro kazdé x € (a,b), je funkce f na intervalu (a,b) konstantni.
Poznamka. V bodé (ii) obracend implikace neplati.

Véta 35 (vypocet jednostranné derivace).  Necht funkce f je spojitd zprava v bodé a a necht
existuje lim_l_ f'(z). Potom existuje f (a) a plati rovnost
Tr—a

fila)= lim_ f/(2).
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Analogicky pro derivaci zleva a oboustrannou derivaci.

Véta 36 (I'Hospitalovo pravidlo).  Necht funkce f a g maji na jistém prstencovém okoli bodu

a € R* vlastni derivace a lim ch :Ei; existuje. Necht plati jedna z nasledujicich podminek
Tr—a

9) ;;n; f(z) = lim g(z) = 0,
(ii) lim [g(z)| = +o0.
f(z) fz) _

e f(x) o0 f(m) < (=)
Potom existuje i mll_lg o) @ plati E_r)r(ll o) = illg O

Analogické tvrzeni plati pro limity zleva a zprava.




