
IV.8 Konvexn�� a konk�avn�� funke

Poznámka. Neh» x
1

< x
2

a λ ∈ 〈0, 1〉. Pak bod

λx
1

+ (1− λ)x
2

= x
1

+ (1− λ)(x
2

− x
1

)

patøí do intervalu 〈x
1

, x
2

〉. Pokud λ ∈ (0, 1), pak onen bod patøí do (x
1

, x
2

).

A obráenì, pro ka¾dé z ∈ 〈x
1

, x
2

〉 existuje právì jedno λ ∈ 〈0, 1〉, pro které

platí z = λx
1

+ (1− λ)x
2

.

De�nie.

�

Rekneme, �ze funke f je na intervalu I

• konvexn��, jestli�ze pro ka�zd�e x
1

, x
2

∈ I a ka�zd�e λ ∈ 〈0, 1〉 plat��
f(λx

1

+ (1− λ)x
2

) ≤ λ · f(x
1

) + (1− λ) · f(x
2

).

• konk�avn��, jestli�ze pro ka�zd�e x
1

, x
2

∈ I a ka�zd�e λ ∈ 〈0, 1〉 plat��
f(λx

1

+ (1− λ)x
2

) ≥ λ · f(x
1

) + (1− λ) · f(x
2

).

• ryze konvexn��, jestli�ze pro ka�zd�e x
1

, x
2

∈ I, x
1

6= x
2

a ka�zd�e λ ∈ (0, 1)

plat�� f(λx
1

+ (1− λ)x
2

) < λ · f(x
1

) + (1− λ) · f(x
2

).

• ryze konk�avn��, jestli�ze pro ka�zd�e x
1

, x
2

∈ I, x
1

6= x
2

a ka�zd�e λ ∈ (0, 1)

plat�� f(λx
1

+ (1− λ)x
2

) > λ · f(x
1

) + (1− λ) · f(x
2

).

Pozn�amka. Funke f je (ryze) konk�avn�� na intervalu I, pr�av�e kdy�z funke −f

je (ryze) konvexn�� na I.

V�eti�ka 37. Neht' f je funke de�novan�a na intervalu I. Pak n�asleduj���� t�ri

tvrzen�� jsou ekvivalentn��.

(i) Funke f je na I konvexn��.

(ii) Pro ka�zdou trojii bod�u x
1

, x
2

, x
3

∈ I takovou, �ze x
1

< x
2

< x
3

, plat��

f(x
2

) − f(x
1

)

x
2

− x
1

≤
f(x

3

)− f(x
1

)

x
3

− x
1

.

(iii) Pro ka�zdou trojii bod�u x
1

, x
2

, x
3

∈ I takovou, �ze x
1

< x
2

< x
3

, plat��

f(x
2

) − f(x
1

)

x
2

− x
1

≤
f(x

3

)− f(x
2

)

x
3

− x
2

.

Pozn�amka. Analogik�e harakterizae plat�� pro konk�avn��, ryze konvexn�� a ryze

konk�avn�� funke.

V�eta 38. Neht' f m�a v ka�zd�em bod�e otev�ren�eho intervalu I vlastn�� derivai.

Pak funke f je konvexn��, pr�av�e kdy�z je funke f ′
neklesaj���� na I. Funke f je

ryze konvexn�� na I, pr�av�e kdy�z funke f ′
je rostou�� na I.

Pozn�amka. Analogik�a v�eta plat�� pro konk�avnost a ryz�� konk�avnost.



De�nie. Druhou deriva�� funke f v bod�e a rozum��me

f ′′
(a) = lim

x→a

f ′
(x) − f ′

(a)

x− a
,

jestli�ze tato limita existuje. Druh�a derivae funke f je tedy derivae jej��

derivae. Obdobn�e de�nujeme derivae vy�s�s��h �r�ad�u, n-tou derivai funke f

v bod�e a zna���me f (n)(a). Je p�ritom

f (1)(a) = f ′
(a), f (n+1)

(a) = (f (n))′(a) pro n ∈ N.

V�eta 39. Neht' f m�a v ka�zd�em bod�e otev�ren�eho intervalu I vlastn�� druhou

derivai. Pak plat��:

(i) Funke f je konvexn�� na intervalu I, pr�av�e kdy�z f ′′
(x) ≥ 0 pro ka�zd�e

x ∈ I.

(ii) Je-li f ′′
(x) > 0 pro ka�zd�e x ∈ I, je f ryze konvexn�� na I.

Pozn�amka. Analogik�a v�eta plat�� pro konk�avnost a ryz�� konk�avnost.

De�nie. Neht' f m�a vlastn�� derivai v bod�e a ∈ R a Ta ozna�uje te�nu ke

grafu funke f v bod�e (a, f(a)). �

Rekneme, �ze bod [x, f(x)℄ le�z�� pod te�nou Ta,

jestli�ze f(x) < f(a) + f ′
(a) · (x− a). Plat��-li opa�n�a nerovnost, �rekneme, �ze bod

[x, f(x)℄ le�z�� nad te�nou Ta.

De�nie. Neht' f m�a v bod�e a vlastn�� derivai.

�

Rekneme, �ze a je inexn��m

bodem funke f , jestli�ze existuje � > 0 takov�e, �ze plat��

(i) ∀x ∈ (a−�, a) : [x, f(x)℄ le�z�� pod te�nou,

(ii) ∀x ∈ (a, a+�) : [x, f(x)℄ le�z�� nad te�nou,

nebo

(i) ∀x ∈ (a−�, a) : [x, f(x)℄ le�z�� nad te�nou,

(ii) ∀x ∈ (a, a+�) : [x, f(x)℄ le�z�� pod te�nou.

V�eta 40 (nutn�a podm��nka pro inexn�� bod). Neht' f ′′
(a) existuje a je r�uzn�a

od 0. Potom a nen�� inexn��m bodem funke f .

V�eta 41 (posta�uj���� podm��nka pro inexn�� bod). Neht' funke f m�a spojitou

prvn�� derivai na intervalu (a, b) a z ∈ (a, b). Neht' plat��:

∀x ∈ (a, z) : f ′′
(x) > 0 a ∀x ∈ (z, b) : f ′′

(x) < 0.

Potom z je inexn��m bodem funke f .


