
V.1. R

n
jako metrik�y a line�arn�� prostor

De�nie.

• Prostorem R

n
rozum��me mno�zinu v�seh uspo�r�adan�yh n-ti re�aln�yh

���sel, tj. R

n
= R× · · · ×R

︸ ︷︷ ︸

n-kr�at

, neboli

R

n
= {[x

1

, . . . , xn℄ : x1, . . . , xn ∈ R}.

• Pro x = [x
1

, . . . , xn℄ ∈ R

n
a y = [y

1

, . . . , yn℄ ∈ R

n
zna���me

x+ y = [x
1

+ y
1

, . . . , xn + yn℄.

• Pro x = [x
1

, . . . , xn℄ ∈ R

n
a α ∈ R zna���me αx = [αx

1

, . . . , αxn℄.

• Zna���me o = 0 = [0, . . . , 0℄ ∈ R

n
. Tento bod naz�yv�ame po��atkem.

• Pro i ∈ {1, . . . , n} zna���me e
i
= [0, . . . , 0, 1

i-t�a sou�radnie

, 0, . . . , 0℄.

• Vzd�alenost�� bod�u x,y ∈ R

n
rozum��me ���slo ρ(x,y) =

√
∑n

j=1

(xj − yj)2.

T��mto p�redpisem de�novanou funki ρ : R

n ×R

n → 〈0,+∞) naz�yv�ame

euklidovskou metrikou.

V�eta 1 (vlastnosti euklidovsk�e metriky).

(i) ∀x,y ∈ R

n
: ρ(x,y) = 0 ⇔ x = y;

(ii) ∀x,y ∈ R

n
: ρ(x,y) = ρ(y,x) (symetrie);

(iii) ∀x,y,z ∈ R

n
: ρ(x,z) ≤ ρ(x,y) + ρ(y,z) (troj�uheln��kov�a nerovnost);

(iv) ∀x,y ∈ R

n ∀λ ∈ R : ρ(λx, λy) = |λ|ρ(x,y) (homogenita);

(v) ∀x,y,z ∈ R

n
: ρ(x+ z,y + z) = ρ(x,y) (transla�n�� invariane).

De�nie.

• Neht' x ∈ R

n, r > 0. Mno�zinu B(x, r) de�novanou p�redpisem

B(x, r) = {y ∈ R

n
; ρ(x,y) < r}

naz�yv�ame otev�renou koul�� o polom�eru r a st�redu x nebo tak�e okol��m bodu x

(o polom�eru r)

• Neht' M ⊂ R

n, x ∈ R

n. �Rekneme, �ze bod x je vnit�rn��m bodem mno�ziny

M, jestli�ze existuje r > 0 tak, �ze B(x, r) ⊂ M.

• Mno�zina M ⊂ R

n
se naz�yv�a otev�ren�a v R

n, jestli�ze ka�zd�y jej�� bod je

jej��m vnit�rn��m bodem.

• Vnit�rkem mno�ziny M ⊂ R

n
rozum��me mno�zinu v�seh jej��h vnit�rn��h

bod�u. Vnit�rek mno�ziny M zna���me IntM .

Pozn�amka. IntM je nejv�et�s�� otev�ren�a mno�zina obsa�zen�a v M . Mno�zina M je

otev�ren�a, pr�av�e kdy�z M = IntM .



V�eta 2 (vlastnosti otev�ren�yh mno�zin).

(i) Pr�azdn�a mno�zina a el�y prostor R

n
jsou otev�ren�e v R

n.

(ii) Neht' mno�ziny Gα ⊂ R

n, α ∈ A, jsou otev�ren�e v R

n. Pak
⋃

α∈A Gα je

otev�ren�a mno�zina v R

n.

(iii) Neht' mno�ziny Gi, i = 1, . . . ,m, jsou otev�ren�e. Pak

⋂m

i=1

Gi je otev�ren�a

mno�zina v R

n.

Pozn�amka. Bod (ii) se stru�n�e formuluje takto: Sjednoen�� libovoln�eho syst�emu

otev�ren�yh mno�zin je otev�ren�a mno�zina. Bod (iii) se stru�n�e formuluje: Pr�unik

kone�n�e mnoha otev�ren�yh mno�zin je otev�ren�a mno�zina. Pr�unik nekone�n�e

mnoha otev�ren�yh mno�zin nemus�� b�yt otev�ren�a mno�zina.

De�nie. Neht' x ∈ R

n
a x

j ∈ R

n
pro ka�zd�e j ∈ N.

�

Rekneme, �ze posloup-

nost {xj} konverguje k bodu x (p���seme lim

j→∞

x
j
= x nebo t�e�z x

j → x), pokud

lim

j→∞

ρ(xj ,x) = 0.

Pozn�amka. x
j → x ⇔ ∀ε > 0 ∃j

0

∈ N ∀j ∈N, j ≥ j
0

: x
j ∈ B(x, ε).

V�eta 3. Neht' x ∈ R

n
a x

j ∈ R

n
pro ka�zd�e j ∈ N. Pak x

j → x, pr�av�e

kdy�z lim

j→∞

x
j
i = xi pro ka�zd�e i ∈ {1, . . . , n}.

De�nie. Neht' M ⊂ R

n
.

• Bod x ∈ R

n
nazveme hrani�n��m bodem mno�zinyM , pokud pro ka�zd�e r > 0

plat�� B(x, r) ∩M 6= ∅ a B(x, r) ∩ (R

n \M) 6= ∅.
• Hrani�� mno�zinyM rozum��me mno�zinu v�seh hrani�n��h bod�u M. Zna���me

ji H(M).

• Uz�av�erem mno�ziny M rozum��me mno�zinu M ∪H(M) (zna���me M).

• �

Rekneme, �ze mno�zinaM je uzav�ren�a, pokud obsahuje v�sehny sv�e hrani�n��

body (tj. H(M) ⊂ M , neboli M = M).

Pozn�amka. M je nejmen�s�� uzav�ren�a mno�zina obsahuj���� M .

V�eta 4. Neht' M ⊂ R

n
. Pak n�asleduj���� podm��nky jsou ekvivalentn��:

(1) M je uzav�ren�a.

(2) R

n \M je otev�ren�a.

(3) Ka�zd�y bod x ∈ R

n
, k n�emu�z konverguje n�ejak�a posloupnost {xj} prvk�u

mno�ziny M , pat�r�� do mno�ziny M .

V�eta 5 (vlastnosti uzav�ren�yh mno�zin).

(i) Pr�azdn�a mno�zina a el�y prostor R

n
jsou uzav�ren�e v R

n.

(ii) Neht' mno�ziny Fα ⊂ R

n, α ∈ A, jsou uzav�ren�e v R

n. Pak
⋂

α∈A Fα je

uzav�ren�a mno�zina v R

n.

(iii) Neht' mno�ziny Fi, i = 1, . . . ,m, jsou uzav�ren�e. Pak

⋃m

i=1

Fi je uzav�ren�a

mno�zina v R

n.


