
II.2 Vlastn�� limita posloupnosti

De�nie. Neht' {an} je posloupnost re�aln�yh ���sel.

�

Rekneme, �ze ���slo a ∈ R

je limitou posloupnosti {an}, jestli�ze ke ka�zd�emu kladn�emu ���slu ε existuje takov�e

p�rirozen�e ���slo n
0

, �ze pro v�sehna p�rirozen�a ���sla n ≥ n
0

plat�� |an − a| < ε; tj.
pokud plat��

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃n
0

∈N ∀n ∈ N, n ≥ n
0

: |an − a| < ε.
V tom p�r��pad�e �r��k�ame rovn�e�z, �ze posloupnost {an} m�a limitu a; posloupnost {an}
konverguje k a. Zapisujeme lim

n→∞

an = a nebo jen liman = a nebo té¾ an → a.

Poznámka. Neh» {an} je posloupnost reálnýh èísel a a ∈ R. Pak

an → a ⇔ an − a → 0 ⇔ |an − a| → 0.

De�nie. Neh» {an} je posloupnost reálnýh èísel. Øekneme, ¾e posloupnost

{an} má vlastní limitu (ekvivalentnì, je konvergentní), pokud existuje nìjaké reálné

èíslo, které je její limitou.

Poznámka. Slovo vlastní v názvu oddílu a v pøedhozí de�nii znamená, ¾e se

zabýváme situaí, kdy limitou posloupnosti je reálné èíslo (a nikoli ±∞ jako v

následujíím oddílu).

De�nie. Neht' x ∈ R a ε ∈ R, ε > 0. ε-ov�ym okol��m bodu x rozum��me mno�zinu

B(x, ε) = {y ∈ R : |y − x| < ε} = (x− ε, x+ ε).

Pozn�amka.

�

C��slo a je limitou posloupnosti {an}, pr�av�e kdy�z

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃n
0

∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n
0

: an ∈ B(a, ε).

V�eta 1 (jednozna�nost limity). Ka�zd�a posloupnost m�a nejv�y�se jednu (vlastní)

limitu.

V�eta 2. Má-li posloupnost {an} vlastní limitu, pak je {an} omezen�a.

De�nie. Neht' {an}
∞

n=1
je posloupnost re�aln�yh ���sel.

�

Rekneme, �ze posloup-

nost {bk}
∞

k=1
je vybran�a posloupnost z {an}

∞

n=1
(nebo t�e�z podposloupnost posloup-

nosti {an}), jestli�ze existuje rostou�� posloupnost p�rirozen�yh ���sel {nk}
∞

k=1

takov�a, �ze bk = ank
pro ka�zd�e k ∈ N.

V�eta 3 (limita vybran�e posloupnosti). Neht' {bk}
∞

k=1
je vybran�a podposloup-

nost z posloupnosti {an}
∞

n=1
. Jestli�ze lim

n→+∞

an = A ∈ R, pak tak�e lim

k→+∞

bk = A.

Poznámka. Neh» {an} je posloupnost reálnýh èísel, a ∈ R a K > 0. Pøed-

pokládejme, ¾e platí

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃n
0

∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n
0

: |an − a| < Kε.
Pak an → a.



V�eta 4 (aritmetika limit). Neht' liman = A ∈ R a lim bn = B ∈ R. Potom

plat��:

(i) lim(an ± bn) = A±B,

(ii) lim(an · bn) = A ·B,

(iii) je-li B 6= 0 a bn 6= 0 pro v�sehna n ∈ N, je lim(an/bn) = A/B.

Pozn�amka. Je-li lim bn = B a B 6= 0, pak existuje takov�e n
0

∈ N, �ze pro

v�sehna n ≥ n
0

plat�� bn 6= 0. Proto i v tomto p�r��pad�e �asto mluv��me o posloup-

nosti {an/bn}, t�reba�ze n�ekolik jej��h �len�u nen�� de�nov�ano. Pak v bod�e (iii)

V�ety 4 lze �skrtnout p�redpoklad nenulovosti v�seh �len�u posloupnosti {bn}.

Poznámka. Vìta 4 dává vzore pro výpoèet limit uvedenýh posloupností za

pøedpokladu, ¾e posloupnosti {an} a {bn} mají vlastní limitu. Neøíká ni o

situai, kdy tyto posloupnosti nemají limitu. Mù¾e se stát, ¾e posloupnosti

{an} a {bn} nemají limitu, ale jejih souèet èi souèin limitu má. Napøíklad pro

an = (−1)

n
a bn = (−1)

n+1
.

V�eta 5 (limita a uspo�r�ad�an��). Bud'te {an}, {bn} dv�e konvergentn�� posloup-

nosti. Ozna�me A = liman, B = lim bn.

(i) Neht' A < B. Potom existuje n
0

∈ N takov�e, �ze pro ka�zd�e p�rirozen�e

n ≥ n
0

je an < bn.
(ii) Neht' existuje n

0

∈ N takov�e, �ze pro ka�zd�e p�rirozen�e n ≥ n
0

je an ≥ bn.
Potom A ≥ B.

V�eta 6 (o dvou poliajteh). Bud'te {an}, {bn} dv�e konvergentn�� posloupnosti
a {cn} takov�a posloupnost, �ze plat��:

(i) ∃n
0

∈ N ∀n ≥ n
0

: an ≤ cn ≤ bn,
(ii) liman = lim bn.

Potom existuje lim cn a plat�� lim cn = liman.

V�eta 7. Neht' liman = 0 a neht' posloupnost {bn} je omezen�a. Potom

limanbn = 0.


