
II.3. Nevlastn�� limity

De�nie.

�

Rekneme, �ze posloupnost {an}m�a limitu plus nekone�no (p���seme liman =

+∞), jestli�ze

∀L ∈ R ∃n
0

∈ N ∀n ∈N, n ≥ n
0

: an > L.
�

Rekneme, �ze posloupnost {an} m�a limitu minus nekone�no (p���seme

liman = −∞), jestli�ze

∀K ∈ R ∃n
0

∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n
0

: an < K.

Pozn�amka. Chov�an�� posloupnosti je mo�zno rozli�sit:

lim an







existuje

{

vlastn��, tj. je rovna reálnému č́ıslu

nevlastn��, tj. je rovna +∞ nebo −∞

neexistuje

Posloupnost {an}







konverguje, tj. má vlastńı limitu

diverguje

{

diverguje k +∞ nebo k −∞, tj. má nevlastńı limitu

nem�a limitu

V�etu 1 (jednozna�nost limity) lze roz¹íøit i na nevlastní limity (tj. posloupnost

nemù¾e mít za limitu souèasnì +∞ a −∞, stejnì tak nemù¾e mít zároveò vlastní

i nevlastní limitu). V�eta 3 (limita vybran�e posloupnosti) plat�� i pro nevlastn��

limity. V�eta 2 pro nevlastn�� limity neplat��. Plat�� v�sak:

V�eta 2'.

• Neht' liman = +∞. Pak posloupnost {an} nen�� shora omezen�a, je v�sak

zdola omezen�a.

• Neht' liman = −∞. Pak posloupnost {an} nen�� zdola omezen�a, je v�sak

shora omezen�a.

De�nie. Roz�s���renou re�alnou osou rozum��me mno�zinu R

∗
= R ∪ {−∞,+∞}.

Roz�s���ren�� opera�� a uspo�r�ad�an�� z R na R

∗
.

−∞ < a a a < +∞ pro a ∈ R, −∞ < +∞;
a+ (+∞) = (+∞) + a = +∞ pro a ∈ R

∗ \ {−∞};

a+ (−∞) = (−∞) + a = −∞ pro a ∈ R
∗ \ {+∞};

a− (−∞) = +∞ pro a ∈ R
∗ \ {−∞}; (−∞)− a = −∞ pro a ∈ R

∗ \ {−∞};

a− (+∞) = −∞ pro a ∈ R
∗ \ {+∞}; (+∞)− a = +∞ pro a ∈ R

∗ \ {+∞};

a · (+∞) = (+∞) · a =

{

+∞
−∞

pro a ∈ R
∗, a > 0,

pro a ∈ R
∗, a < 0;

a · (−∞) = (−∞) · a =

{

−∞
+∞

pro a ∈ R
∗, a > 0,

pro a ∈ R
∗, a < 0;

a

+∞
= a

−∞
= 0 pro a ∈ R;

+∞

a
=

{

+∞
−∞

pro a ∈ (0,+∞),
pro a ∈ (−∞, 0);

−∞

a
=

{

−∞
+∞

pro a ∈ (0,+∞),
pro a ∈ (−∞, 0).



Zbyl�e operae nejsou de�nov�any. To jest, nen�� de�nov�ano:

(−∞)+(+∞), (+∞)+(−∞), (+∞)−(+∞), (−∞)−(−∞),

(+∞)·0, 0·(+∞), (−∞)·0, 0·(−∞),

+∞

+∞
, +∞

−∞
, −∞

−∞
, −∞

+∞
, a

0

pro a∈R∗.

V�eta 4' (aritmetika limit podruh�e). Neht' liman = A ∈ R

∗
a lim bn = B ∈ R

∗
.

Potom plat��:

(i) lim (an ± bn) = A±B, pokud je prav�a strana de�nov�ana,

(ii) lim (an · bn) = A ·B, pokud je prav�a strana de�nov�ana,

(iii) liman/bn = A/B, pokud je prav�a strana de�nov�ana.

Poznámka: Vìta 4' dává vzore pro výpoèet uvedenýh limit za pøedpokladu,

¾e limity posloupností {an} a {bn} existují (vlastní nebo nevlastní) a pøíslu¹ný

výraz je de�nován. Neøíká ni o tom, o se dìje v pøípadì, ¾e limity neexistují,

nebo sie existují, ale výraz na pravé stranì de�nován není. V takovém pøípadì

se mù¾e stát leos { limita existovat mù¾e a nemusí. K urèení toho, zda existuje,

a pøípadnì k jejímu výpoètu je tøeba pou¾ít jinýh metod ne¾ Vìtu 4'.

V�eta 5 (limita a uspo�r�ad�an��) a V�eta 6 (o dvou poliajteh) plat�� pro nevlastn��

limity t�e�z. Dokone plat��:

V�eta 6' (o jednom poliajtovi). Neht' {an} a {bn} jsou posloupnosti.

(i) Neht' existuje n
0

∈ N takov�e, �ze pro n ≥ n
0

plat�� an ≤ bn, a d�ale plat��

liman = +∞. Pak lim bn = +∞.

(ii) Neht' existuje n
0

∈ N takov�e, �ze pro n ≥ n
0

plat�� an ≥ bn, a d�ale plat��

liman = −∞. Pak lim bn = −∞.

V�eta 8 (dopl�nky k aritmetie limit). Neht' {an} a {bn} jsou dv�e posloupnosti.

(1) Je-li liman = +∞ a {bn} je zdola omezen�a, pak lim(an + bn) = +∞.

(2) Je-li liman = −∞ a {bn} je shora omezen�a, pak lim(an + bn) = −∞.

(3) Je-li liman = +∞ a existuje takov�e c > 0 a takov�e n
0

∈ N, �ze pro

v�sehna p�rirozen�a n ≥ n
0

je bn ≥ c, pak limanbn = +∞.

(4) Je-li liman > 0 (tj. limita existuje a je bud' +∞ nebo kladn�e re�aln�e

���slo), lim bn = 0 a existuje takov�e n
0

∈ N, �ze pro v�sehna p�rirozen�a

n ≥ n
0

je bn > 0, pak lim

an

bn
= +∞.

(5) Je-li posloupnost {an} omezená a lim |bn| = +∞, pak lim

an

bn
= 0.

Tvrzení analogik�a tvrzen��m (3) a (4) plat�� i pro ostatn�� kombinae znam�enek.


