
IV.1 Spojitost a limity funk
�� re�aln�e prom�enn�e

De�ni
e a z�akladn�� vlastnosti

Re�alnou funk
�� re�aln�e prom�enn�e (kr�at
e funk
��) rozum��me zobrazen�� f : M → R,

kde M ⊂ R.

Funk
e f je na mno�zin�e M rostou
��, jestli�ze pro ka�zdou dvoji
i x
1

, x
2

∈ M

splòují
í x
1

< x
2

plat�� f(x
1

) < f(x
2

).

Analogi
ky se de�nuje funk
e klesaj��
��, neklesaj��
�� a nerostou
��.

Funk
e f je na mno�zin�e M monot�onn��, je-li neklesaj��
�� nebo nerostou
��; f je ryze

monot�onn��, je-li rostou
�� nebo klesaj��
��.

Funk
e f je omezen�a na mno�zin�e M , je-li mno�zina f(M) omezen�a. Analogi
ky

se de�nuje funk
e shora omezen�a a zdola omezen�a na mno�zin�e M .

Ne
ht' f je funk
e a a ∈ R.

�

Rekneme, �ze funk
e f je

• spojit�a v bod�e a, jestli�ze plat��:

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃δ ∈ R, δ > 0 ∀x ∈ B(a, δ) : f(x) ∈ B(f(a), ε);

• spojit�a v bod�e a zleva, jestli�ze plat��:

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃δ ∈ R, δ > 0 ∀x ∈ (a − δ, a〉 : f(x) ∈ B(f(a), ε);

• spojit�a v bod�e a zprava, jestli�ze plat��:

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃δ ∈ R, δ > 0 ∀x ∈ 〈a, a+ δ) : f(x) ∈ B(f(a), ε).

Zna�
en��.

• Pro a ∈ R a ε ∈ R, ε > 0 polo�zme B+

(a, ε) = 〈a, a + ε) a B−
(a, ε) =

(a − ε, a〉. Mno�zinu B+

(a, ε) naz�yv�ame prav�ym ε-ov�ym okol��m bodu a,

mno�zinu B−
(a, ε) naz�yv�ame lev�ym ε-ov�ym okol��m bodu a.

• Pro a ∈ R a ε ∈ R, ε > 0 polo�zme P (a, ε) = B(a, ε)\{a}. Tuto mno�zinu

naz�yv�ame ε-ov�ym prsten
ov�ym okol��m bodu a.

• Pro a ∈ R a ε ∈ R, ε > 0 polo�zme P+

(a, ε) = (a, a + ε) a P−
(a, ε) =

(a− ε, a). Mno�zinu P+

(a, ε) naz�yv�ame prav�ym ε-ov�ym prsten
ov�ym okol��m

bodu a, mno�zinu P−
(a, ε) naz�yv�ame lev�ym ε-ov�ym prsten
ov�ym okol��m bodu

a.

• Pro ε ∈ R, ε > 0 de�nujeme

B(+∞, ε) = (

1

ε
,+∞) a B(−∞, ε) = (−∞,−1

ε
).

D�ale zna�
��me P (+∞, ε) = P−(+∞, ε) = B−(+∞, ε) = B(+∞, ε)

a P (−∞, ε) = P
+

(−∞, ε) = B
+

(−∞, ε) = B(−∞, ε).

Ne
ht' f je funk
e, a,A ∈ R

∗
.

�

Rekneme, �ze funk
e f m�a limitu v bod�e a rovnou

A, jestli�ze plat��

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃δ ∈ R, δ > 0 ∀x ∈ P (a, δ) : f(x) ∈ B(A, ε).

Tuto skute�
nost zapisujeme lim

x→a

f(x) = A.



Ne
ht' nav��
 a ∈ R.

�

Rekneme, �ze funk
e f

• m�a limitu v bod�e a zprava rovnou A, jestli�ze plat��

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃δ ∈ R, δ > 0 ∀x ∈ P+

(a, δ) : f(x) ∈ B(A, ε).

Tuto skute�
nost zapisujeme lim

x→a+

f(x) = A.

• m�a limitu v bod�e a zleva rovnou A, jestli�ze plat��

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃δ ∈ R, δ > 0 ∀x ∈ P−
(a, δ) : f(x) ∈ B(A, ε).

Tuto skute�
nost zapisujeme lim

x→a−

f(x) = A.

Pozn�amka. Limitou zleva v +∞ rozum��me limitu v +∞; limitou zprava v −∞
rozum��me limitu v −∞.

Jestli�ze je limitou funk
e f v bod�e a re�aln�e �
��slo, �r��k�ame, �ze f m�a v bod�e a

vlastn�� limitu. Je-li limitou funk
e f v bod�e a +∞ nebo −∞, �r��k�ame, �ze f m�a v

bod�e a nevlastn�� limitu. Podobn�e pro limity zleva a zprava.

Pozn�amka. Je-li funk
e f v bod�e a ∈ R spojit�a, je de�novan�a alespo�n na

n�ejak�em okol�� bodu a, tj. na mno�zin�e B(a, δ) pro n�ejak�e δ > 0. M�a-li funk
e

f v bod�e a ∈ R

∗
limitu, je de�novan�a alespo�n na n�ejak�em prsten
ov�em okol��

bodu a, tj. na mno�zin�e P (a, δ) pro n�ejak�e δ > 0. Podobn�e pro spojitost a limity

zprava a zleva.

V�eti�
ka 1. Ne
ht' f je funk
e a a ∈ R.

(1) Funk
e f je spojit�a v bod�e a, pr�av�e kdy�z je v bod�e a spojit�a zleva i

spojit�a zprava.

(2) Ne
ht' A ∈ R

∗
. Pak lim

x→a

f(x) = A, pr�av�e kdy�z

lim

x→a+

f(x) = lim

x→a−

f(x) = A.

(3) Funk
e f je spojit�a v bod�e a, pr�av�e kdy�z lim

x→a

f(x) = f(a).

(4) Funk
e f je spojit�a v bod�e a zprava, pr�av�e kdy�z lim

x→a+

f(x) = f(a).

(5) Funk
e f je spojit�a v bod�e a zleva, pr�av�e kdy�z lim

x→a−

f(x) = f(a).

V�eta 2. Ne
ht' f je funk
e a a ∈ R

∗
. Pak f m�a v bod�e a nejv�y�se jednu

limitu.

V�eta 3. Ne
ht' funk
e f m�a vlastn�� limitu v bod�e a ∈ R

∗
. Pak existuje

takov�e δ > 0, �ze f je na P (a, δ) omezen�a.

D�usledek. Ne
ht' funk
e f je spojit�a v bod�e a ∈ R. Pak existuje takov�e

δ > 0, �ze f je omezen�a na mno�zin�e B(a, δ).


