V.1 R" jako metricky a linearni prostor

Definice.

e Prostorem R" rozumime mnozinu vSech usporadanych n-tic redlnych
cisel, tj. R" =R x --- X R, neboli
A 7

-~

n-krat
R" = {[z1,...,2p]: z1,...,2, € R}.
e Prox=[x1,...,2,] ER" ay =[y1,...,yn] € R" znacime
r+y=[r1+y1,-- Tn+ Ynl
e Prox =[zr1,...,2,] € R" aa € R znacime ax = [axq,...,ax,].
e Znacime o =0 =[0,...,0] € R™. Tento bod nazyvame potatkem.
e Proic {1,...,n} znatime e’ = [0,...,0, 1 ,0,...,0].

i-t4 soutradnice
e Vzdalenosti bodl x,y € R” rozumime ¢islo

pla.y) = /S (@) — ;)%

Timto predpisem definovanou funkci p : R™ x R™ — (0, +00)
nazyvame euklidovskou metrikou.

Véta 1 (vlastnosti euklidovské metriky).
(i) Ve,y e R" : p(z,y) =0 = @ =y;
(i) Vz,y € R" : p(x,y) = p(y, ) (symetrie);
(iii) Va,y,z € R" : p(x, z) < p(x,y)+p(y, z) (trojihelnikova nerovnost );
(iv) Ve,y € R" VA € R: p(Axz, \y) = |A|p(x,y) (homogenita);
(v) Ve,y,z € R" : p(x + 2,y + z) = p(x,y) (translatni invariance).

Definice.

e Necht € R", r > 0. Mnozinu B(x,r) definovanou pfedpisem
B(z,r) ={y € R"p(z,y) <r}

nazyvame otevienou kouli o poloméru r a stfedu x nebo také okolim
bodu = (o poloméru r).

e Necht M c R", = € R". Rekneme, ze bod x je vnitinim bodem
mnoZiny M, jestlize existuje r > 0 tak, ze B(x,r) C M.

e Mnozina M C R" se nazyvéa oteviena v R", jestlize kazdy jeji bod
je jejim vnitfnim bodem.

e Vnittkem mnoZiny M C R" rozumime mnozinu vSech jejich vnitinich
bodl. Vnitiek mnoziny M znacime Int M.

Poznamka. Int M je nejvétsi oteviend mnozina obsazena v M. Mnozina
M je oteviend, pravé kdyz M = Int M.



Véta 2 (vlastnosti otevienych mnozin).

(i) Prazdna mnozina a cely prostor R" jsou oteviené v R"™.
(ii) Necht mnoziny G, C R™, a € A, jsou oteviené v R". Pak
Uaea Ga je oteviend mnozina v R™.
oo v . . -~ , m .
(iii) Necht mnoziny G;, i = 1,...,m, jsou oteviené. Pak (._; G; je
oteviend mnozina v R".

Poznamka. Bod (ii) se stru¢né formuluje takto: Sjednocent libovolného
systému oteviengch mnoZin je oteviend mnozina. Bod (iii) se stru¢né for-
muluje: Prunik konecéné mnoha otevrengych mnozin je otevirend mnozina.
Prinik nekone¢né mnoha otevienych mnozin nemusi byt oteviend mnozina.

Definice. Necht € R™ a 2/ € R" pro kazdé j € N. Rekneme,
ze posloupnost {x’} konverguje k bodu = (piseme lim x/ = x nebo téz
) — x), pokud lim p(x’,x) = 0. e

j—00

Pozndmka. x/ — x < Ve > 03jy € NVj € N,j > jo: ¢/ € B(x,¢).
Véta 3. Necht ¢ € R" a @’ € R" pro kazdé j € N. Pak @’/ — «x,
pravé kdyz lim x] = x; pro kazdéi € {1,...,n}.

j—00
Definice. Necht M C R™.

e Bod * € R” nazveme hrani¢nim bodem mnoziny M, pokud pro
kazdé r > 0 plati B(z,r) "M # () a B(z,r) N (R"\ M) # 0.

e Hranici mnoZiny M rozumime mnozinu vSech hrani¢nich bodu M.
Znacime ji H(M).

e Uzdvérem mnoziny M rozumime mnozinu M U H(M) (znac¢ime
).

e Rekneme, ze mnozina M je uzaviend, pokud obsahuje viechny své
hranién{ body (tj. H(M) C M, neboli M = M).

Poznamka. M je nejmensi uzaviend mnozina obsahujici M.
Véta 4. Necht M C R". Pak nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
(1) M je uzaviena.
(2) R™\ M je otevrend.
(3) Kazdy bod € R", k némuz konverguje néjakd posloupnost {x’ }
prvka mnoziny M, patii do mnoziny M .

Véta 5 (vlastnosti uzavienych mnozin).

(i) Prazdna mnozina a cely prostor R"™ jsou uzavrené v R".
(i) Necht mnoziny F, C R", a € A, jsou uzaviené v R". Pak
. ~ /7 oo n
Npca Fao je uzaviend mnozina v R™. N
(ili) Necht mnoziny F;, i = 1,...,m, jsou uzaviené. Pak |J,_, F; je
uzaviena mnozina v R".



