
V.1 Rn jako metrický a lineárńı prostor

Definice.

• ProstoremRn rozumı́me množinu všech uspořádaných n-tic reálných
č́ısel, tj. Rn = R× · · · ×R

︸ ︷︷ ︸

n-krát

, neboli

R
n = {[x1, . . . , xn] : x1, . . . , xn ∈ R}.

• Pro x = [x1, . . . , xn] ∈ R
n a y = [y1, . . . , yn] ∈ R

n znač́ıme
x+ y = [x1 + y1, . . . , xn + yn].

• Pro x = [x1, . . . , xn] ∈ R
n a α ∈ R znač́ıme αx = [αx1, . . . , αxn].

• Znač́ıme o = 0 = [0, . . . , 0] ∈ Rn. Tento bod nazýváme počátkem.
• Pro i ∈ {1, . . . , n} znač́ıme e

i = [0, . . . , 0, 1
i-tá souřadnice

, 0, . . . , 0].

• Vzdálenost́ı bod̊u x,y ∈ Rn rozumı́me č́ıslo

ρ(x,y) =
√

∑n

j=1(xj − yj)2.

T́ımto předpisem definovanou funkci ρ : Rn × Rn → 〈0,+∞)
nazýváme euklidovskou metrikou.

Věta 1 (vlastnosti euklidovské metriky).

(i) ∀x,y ∈ Rn : ρ(x,y) = 0⇔ x = y;
(ii) ∀x,y ∈ Rn : ρ(x,y) = ρ(y,x) (symetrie);
(iii) ∀x,y,z ∈ Rn : ρ(x,z) ≤ ρ(x,y)+ρ(y,z) (trojúhelńıková nerovnost);
(iv) ∀x,y ∈ Rn ∀λ ∈ R : ρ(λx, λy) = |λ|ρ(x,y) (homogenita);
(v) ∀x,y,z ∈ Rn : ρ(x+ z,y + z) = ρ(x,y) (translačńı invariance).

Definice.

• Necht’ x ∈ Rn, r > 0. Množinu B(x, r) definovanou předpisem

B(x, r) = {y ∈ Rn; ρ(x,y) < r}

nazýváme otev̌renou kouĺı o poloměru r a sťredu x nebo také okoĺım
bodu x (o poloměru r).

• Necht’ M ⊂ Rn, x ∈ Rn. Řekneme, že bod x je vniťrńım bodem
množiny M, jestliže existuje r > 0 tak, že B(x, r) ⊂ M.

• MnožinaM ⊂ Rn se nazývá otev̌rená v Rn, jestliže každý jej́ı bod
je jej́ım vnitřńım bodem.

• Vniťrkem množinyM ⊂ Rn rozumı́me množinu všech jej́ıch vnitřńıch
bod̊u. Vnitřek množiny M znač́ıme IntM .

Poznámka. IntM je největš́ı otevřená množina obsažená vM . Množina
M je otevřená, právě když M = IntM .



Věta 2 (vlastnosti otevřených množin).

(i) Prázdná množina a celý prostor Rn jsou otevřené v Rn.

(ii) Necht’ množiny Gα ⊂ Rn, α ∈ A, jsou otevřené v Rn. Pak
⋃

α∈A Gα je otevřená množina v R
n.

(iii) Necht’ množiny Gi, i = 1, . . . ,m, jsou otevřené. Pak
⋂m

i=1Gi je
otevřená množina v Rn.

Poznámka. Bod (ii) se stručně formuluje takto: Sjednoceńı libovolného
systému otevřených množin je otevřená množina. Bod (iii) se stručně for-
muluje: Pr̊unik konečně mnoha otevřených množin je otevřená množina.
Pr̊unik nekonečně mnoha otevřených množin nemuśı být otevřená množina.

Definice. Necht’ x ∈ Rn a x
j ∈ Rn pro každé j ∈ N. Řekneme,

že posloupnost {xj} konverguje k bodu x (ṕı̌seme lim
j→∞

x
j = x nebo též

x
j → x), pokud lim

j→∞

ρ(xj ,x) = 0.

Poznámka. x
j → x ⇔ ∀ε > 0 ∃j0 ∈ N ∀j ∈ N, j ≥ j0 : x

j ∈ B(x, ε).

Věta 3. Necht’ x ∈ Rn a x
j ∈ Rn pro každé j ∈ N. Pak x

j → x,
právě když lim

j→∞

x
j
i = xi pro každé i ∈ {1, . . . , n}.

Definice. Necht’ M ⊂ Rn.

• Bod x ∈ Rn nazveme hraničńım bodem množiny M , pokud pro
každé r > 0 plat́ı B(x, r) ∩ M 6= ∅ a B(x, r) ∩ (Rn \ M) 6= ∅.

• Hranićı množiny M rozumı́me množinu všech hraničńıch bod̊u M.

Znač́ıme ji H(M).
• Uzávěrem množiny M rozumı́me množinu M ∪ H(M) (znač́ıme

M).
• Řekneme, že množina M je uzav̌rená, pokud obsahuje všechny své
hraničńı body (tj. H(M) ⊂ M , neboli M =M).

Poznámka. M je nejmenš́ı uzavřená množina obsahuj́ıćı M .

Věta 4. Necht’ M ⊂ Rn. Pak následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı:

(1) M je uzavřená.
(2) Rn \ M je otevřená.
(3) Každý bod x ∈ Rn, k němuž konverguje nějaká posloupnost {xj}
prvk̊u množiny M , patř́ı do množiny M .

Věta 5 (vlastnosti uzavřených množin).

(i) Prázdná množina a celý prostor Rn jsou uzavřené v Rn.

(ii) Necht’ množiny Fα ⊂ Rn, α ∈ A, jsou uzavřené v Rn. Pak
⋂

α∈A Fα je uzavřená množina v R
n.

(iii) Necht’ množiny Fi, i = 1, . . . ,m, jsou uzavřené. Pak
⋃m

i=1 Fi je
uzavřená množina v Rn.


