V.3 Spojitost a limita funkci vice proménnych

Definice. Necht f je funkce n proménnych a x € R"™.
e Rekneme, ze f je spojita v bodé x, jestlize plati
Ve > 036 >0Vy € B(x,0): f(y) € B(f(x),¢).
e Necht A € R. Rekneme, ze funkce f ma v bodé x limitu A (za-
pisujeme lim f(y) = A), jestlize plati
y—w

Ve > 030 >0Vy € B(x,d) \{x}: f(y) € B(A,¢e).

Poznamka. Funkce f je spojitd v bodé x, pravé kdyz lim f(y) = f(x).

Yy—ax
Definice. Necht M C R™ a f je funkce n proménnych.
(a) Necht & € M. Rekneme, ze f je spojita v bodé = vzhledem k M,
jestlize plati
Ve >030 >0Vy € B(x,) N M : f(y) € B(f(x),e).
(b) Rekneme, ze f je spojitd na M, jestlize je spojitd v kazdém bodé
x € M vzhledem k M.

Véta 7 (Heine). Necht M C R™ a f: M — R. Pak je ekvivalentni:
(i) f je spojitda na M, |
(ii) prokazdéx € M a kazdou posloupnost {@’ }32, prvkii M takovou,
se x’ — x, plati f(x’) — f(z).
Poznamka. Pro limity funkci vice proménnych plati analogie vét pro

limity funkci jedné proménné (aritmetika limit, limita slozené funkce).
Navic je funkce « — z; spojitd na R" pro kazdé j € {1,...,n}.

V.4 Kompaktni mnoziny

Definice. Mnozinu M C R" nazyvame kompaktni, pokud z kazdé posloup-
nosti prvkt mnoziny M lze vybrat konvergentni posloupnost s limitou v M.

Definice. Rekneme, ze mnozina M je omezend v R™, jestlize existuje
r > 0 tak, ze M C B(o,r).

Lemma 8. Necht {z’ }321 je omezend posloupnost prvki R". Pak
existuje vybrana posloupnost {x/*}$° |, kterd je konvergentni.

Véta 9 (charakterizace kompaktnich mnozin v R™). Mnozina M C R"
je kompaktni, pravé kdyz je uzaviena a omezena.

Véta 10 (o nabyvani extrému). Nechf M C R" je neprazdna kom-
paktni mnozina a f : M — R je spojita na M. Pak f nabyva na M svého
maxima I minima.

Dusledek. Necht M C R" je neprazdna kompaktni mnozina a f :
M — R je spojita na M. Pak f je omezena na M.



