
V.5 Funkce tř́ıdy CCC1CCC1CCC1

Definice. Necht’ G ⊂ Rn je otevřená množina a f : G → R je funkce n

proměnných. Řekneme, že f je ťŕıdy C1 na G, jestliže funkce x 7→ ∂f
∂xj
(x)

je spojitá na G pro každé j ∈ {1, . . . , n} (tj. pokud „f má na G spojité
parciálńı derivace prvńıho řáduÿ). Množinu všech funkćı tř́ıdy C1 na G

znač́ıme C1(G).

Definice. Necht’ G ⊂ Rn je otevřená množina, f : G → R je funkce
tř́ıdy C1 a a ∈ G. Pak graf funkce

T : x 7→ f(a) +
∂f

∂x1
(a)(x1 − a1) + . . .

∂f

∂xn

(a)(xn − an), x ∈ Rn

se nazývá tečnou nadrovinou ke grafu funkce f v bodě [a, f(a)].

Poznámka. Je-li n = 1, pak tečná nadrovina je tečna; pro n = 2 tečné
nadrovině ř́ıkáme tečná rovina.

Věta 11 (slabá Lagrangeova věta). Nechť

G =

n
∏

i=1

(ai, bi) = {x ∈ Rn : xi ∈ (ai, bi) pro i = 1, . . . , n},

kde ai, bi ∈ R splňují ai < bi pro i = 1, . . . , n. Nechť funkce f : G → R
má v každém bodě množiny G konečné parciální derivace prvního řádu
podle všech proměnných. Nechť u,v ∈ G. Pak existují body ξ1, . . . , ξn ∈
G takové, že pro každé i, j ∈ {1, . . . , n} číslo ξ

j
i leží mezi ui a vi (tj. v

uzavřeném intervalu s krajními body ui a vi) a platí

f(v)− f(u) =
n

∑

i=1

∂f

∂xi

(ξi) · (vi − ui).

Věta 12 (o tečnosti tečné nadroviny). Necht’ f je funkce tř́ıdy C1

na otevřené množině G ⊂ Rn a a ∈ G. Je-li T funkce z definice tečné
nadroviny, pak bod [a, f(a)] lež́ı na grafu T a plat́ı lim

x→a

f(x)−T (x)
ρ(x,a) = 0.

Věta 13. Necht’ G ⊂ Rn je otevřená. Je-li funkce f tř́ıdy C1 na G, pak
je f spojitá na G.

Definice. Necht’ G ⊂ Rn je otevřená množina, f ∈ C1(G) a a ∈ G.
Gradientem funkce f v bodě a rozumı́me vektor

∇f(a) =

[

∂f

∂x1
(a),

∂f

∂x2
(a), . . . ,

∂f

∂xn

(a)

]

.



Věta 14 (o derivaci složené funkce). Necht’ r, s ∈ N a G ⊂ Rs, H ⊂ Rr

jsou otevřené množiny. Necht’ ϕ1, . . . , ϕr ∈ C1(G) a funkce f : H → R
je tř́ıdy C1 na H. Je-li složená funkce F : G → R určená předpisem

F (x) = f(ϕ1(x), ϕ2(x), . . . , ϕr(x))

definována naG, pak F ∈ C1(G). Jestliže a ∈ G a b = [ϕ1(a), . . . , ϕr(a)],
pak pro j ∈ {1, . . . , s} plat́ı

∂F

∂xj

(a) =
r

∑

i=1

∂f

∂yi

(b)
∂ϕi

∂xj

(a).

Definice. Necht’ f je funkce n proměnných, i ∈ {1, . . . , n} a ∂f
∂xi
existuje

v každém bodě otevřené množiny G. Pak definujeme parciálńı derivace
druhého řádu předpisem

∂2f

∂xi∂xj

=
∂

∂xj

(

∂f

∂xi

)

,
∂2f

∂x2i
=

∂

∂xi

(

∂f

∂xi

)

,

kde j ∈ {1, . . . , n}. Analogicky definujeme parciálńı derivace vyšš́ıch
řád̊u.

Věta 15 (o záměnnosti parciálních derivací). Necht’ i, j ∈ {1, . . . , n} a

funkce f má na okoĺı bodu a ∈ Rn obě derivace ∂2f
∂xi∂xj

a ∂2f
∂xj∂xi

a tyto

funkce jsou v bodě a spojité. Pak ∂2f
∂xi∂xj

(a) = ∂2f
∂xj∂xi

(a).

Definice. Necht’ G ⊂ Rn je otevřená množina. Řekneme, že funkce f je

• ťŕıdyC2 naG, má-li naG spojité všechny parciálńı derivace druhého
řádu;

• ťŕıdy C∞ na G, má-li na G spojité všechny parciálńı derivace všech
řád̊u.

Analogicky se definuje funkce ťŕıdy Ck pro každé k ∈ N.

Poznámka. Nechť G, H, f , ϕ1, . . . , ϕr a F jsou jako ve Větě 14. Jestliže
navíc f je třídy Ck na množině H a ϕ1, . . . , ϕr jsou třídy Ck na množině
G, pak také F je třídy Ck na množině G.


