
VI.3 Determinanty

De�nie. Neht' A ∈ M(n×n). Mati�� Aij budeme rozum�et matii typu

(n − 1) × (n − 1), kter�a vznikne z A vyneh�an��m i-t�eho �r�adku a j-t�eho

sloupe.

De�nie. Neht' A = (aij)i=1..n
j=1..n

. Determinant matie A de�nujeme takto:

detA = a
11

, pokud n = 1,

detA =

n
∑

i=1

(−1)

i+1ai1 detAi1, pokud n > 1.

Pro detA budeme tak�e pou�z��vat symbol
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Poznámka: Má-li matie A ∈ M(n × n) nìjaký øádek nebo sloupe

nulový, platí detA = 0.

De�nie. Neht' A = (aij)i=1..n
j=1..n

.

�

Rekneme, �ze A je horn�� troj�uheln��kov�a

matie, jestli�ze plat�� aij = 0 pro i > j, i, j ∈ {1, . . . n}. �Rekneme, �ze A je

doln�� troj�uheln��kov�a matie, jestli�ze plat�� aij = 0 pro i < j, i, j ∈ {1, . . . n}.

V�eta 8. Neht' A = (aij)i=1..n
j=1..n

je horn�� (resp. doln��) troj�uheln��kov�a

matie. Pak plat�� detA = a
11

· a
22

· . . . · ann.

Lemma 9. Neht' i ∈ {1, . . . , n}, matie A,B,C ∈ M(n× n) se shoduj��

ve v�seh prv��h s v�yjimkou prvk�u v i-t�em �r�adku a p�ritom i-t�y �r�adek

matie C je roven sou�tu i-t�eho �r�adku matie A a i-t�eho �r�adku matie B.

Pak detC = detA+ detB.

V�eta 10 (determinant a �r�adkov�e �upravy). Neht' A ∈ M(n× n).

(i) Neht' matie A′
vznikne z A tak, �ze v A vym�en��me dva �r�adky

mezi sebou (tj. provedeme �r�adkovou element�arn�� �upravu prvn��ho

druhu). Pak plat�� detA′
= − detA.

(ii) Neht' matie A
′
vznikne z A tak, �ze v A jeden �r�adek vyn�asob��me

re�aln�ym ���slem λ. Pak plat�� detA′
= λ detA.

(iii) Neht' matie A
′
vznikne z A tak, �ze v A λ-n�asobek jednoho �r�adku

p�ri�teme k jin�emu �r�adku (tj. provedeme �r�adkovou element�arn��

�upravu t�ret��ho druhu). Pak plat�� detA′
= detA.



D�usledek.

• Neh» T je transformae pou¾itelná na matie typu n×n. Pak ex-

istuje nenulové reálné èíslo α takové, ¾e kdykoli matie A′
vznikne

z matie A ∈ M(n× n) aplikaí transformae T , pak

detA
′
= α · detA.

• Neht' matie A′
vznikne z matie A proveden��m n�ejak�e transfor-

mae. Pak detA
′
= 0, pr�av�e kdy�z detA = 0.

V�eta 11. Neht' A ∈ M(n×n). Pak A je regul�arn��, pr�av�e kdy�z detA 6= 0.

V�eta 12. Pro A, B ∈ M(n× n) plat�� detAB = detA · detB.

Poznámka. Analogie Lemmatu 9 platí i pro sloupe matie. Vìta 10

i její dùsledek platí i pro sloupové úpravy. Dùkaz analogie Vìty 10(i)

je trohu nároènìj¹í, ostatní tvrzení se doká¾í velmi podobnì jako pro

øádkové úpravy.

V�eta 13. Pro A ∈ M(n× n) plat�� detA = detAT .

V�eta 14. Neht' A = (aij)i=1..n
j=1..n

, j ∈ {1, . . . , n}. Pak

detA =

∑n

i=1(−1)

i+jaij detAij (rozvoj podle j-t�eho sloupe)

a detA =

∑n

i=1(−1)

i+jaji detAji (rozvoj podle j-t�eho �r�adku).

Poznámky. (1) Rozvoj determinantu podle prvního sloupe je vlastnì

de�nie determinantu.

(2) Neh» n ∈ N. Pak funke f : R

n2 → R de�novaná pøedpisem

f(x
1

, . . . , xn2) = det
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(3) Neh» A ∈ M(2 × 2). Neh» a
1

,a
2

jsou øádky matie A. Uva¾me

rovnobì¾ník s vrholy o,a
1

,a
1

+a
2

,a
2

. Pak obsah tohoto rovnobì¾níku

je roven | detA|.
(4) Neh» A ∈ M(3 × 3) a a

1

,a
2

,a
3

jsou øádky matie A. Uva¾me

rovnobì¾nostìn s jedním vrholem v poèátku takový, ¾e sousední vrholy

jsou a
1

,a
2

,a
3

. (Mo¾ná pøedstava: jedna stìna je rovnobì¾ník s vrholy

o,a
1

,a
1

+ a
2

,a
2

a stìna s ní rovnobì¾ná má vrholy a
3

,a
3

+ a
1

,a
3

+

a
1

+ a
2

,a
3

+ a
2

.) Pak objem tohoto rovnobì¾nostìnu je roven | detA|.
(5) Podobnì pro A ∈ M(n × n) lze | detA| interpretovat jako n-

rozmìrný objem jistého n-rozmìrného rovnobì¾nostìnu.


