
V.5 Funke t�r��dy CCC1CCC1CCC1

De�nie. Neht' G ⊂ R

n
je otev�ren�a mno�zina a f : G → R je funke n

prom�enn�yh.

�

Rekneme, �ze f je t�r��dy C1

na G, jestli�ze funke x 7→ ∂f
∂xj

(x)

je spojit�a na G pro ka�zd�e j ∈ {1, . . . , n} (tj. pokud þf m�a na G spojit�e

pari�aln�� derivae prvn��ho �r�aduÿ). Mno�zinu v�seh funk�� t�r��dy C1

na G

zna���me C1

(G).

De�nie. Neht' G ⊂ R

n
je otev�ren�a mno�zina, f : G → R je funke

t�r��dy C1

a a ∈ G. Pak graf funke

T : x 7→ f(a) +
∂f

∂x
1

(a)(x
1

− a
1

) + . . .
∂f

∂xn

(a)(xn − an), x ∈ R

n

se naz�yv�a te�nou nadrovinou ke grafu funke f v bod�e [a, f(a)℄.

Pozn�amka. Je-li n = 1, pak te�n�a nadrovina je te�na; pro n = 2 te�n�e

nadrovin�e �r��k�ame te�n�a rovina.

Vìta 11 (slabá Lagrangeova vìta). Neh»

G =

n
∏

i=1

(ai, bi) = {x ∈ R

n
: xi ∈ (ai, bi) pro i = 1, . . . , n},

kde ai, bi ∈ R splòují ai < bi pro i = 1, . . . , n. Neh» funke f : G → R

má v ka¾dém bodì mno¾iny G koneèné pariální derivae prvního øádu

podle v¹eh promìnnýh. Neh» u,v ∈ G. Pak existují body ξ1, . . . , ξn ∈
G takové, ¾e pro ka¾dé i, j ∈ {1, . . . , n} èíslo ξ

j
i le¾í mezi ui a vi (tj. v

uzavøeném intervalu s krajními body ui a vi) a platí

f(v)− f(u) =

n
∑

i=1

∂f

∂xi

(ξi) · (vi − ui).

V�eta 12 (o te�nosti te�n�e nadroviny). Neht' f je funke t�r��dy C1

na otev�ren�e mno�zin�e G ⊂ R

n
a a ∈ G. Je-li T funke z de�nie te�n�e

nadroviny, pak bod [a, f(a)℄ le�z�� na grafu T a plat�� lim

x→a

f(x)−T (x)

ρ(x,a)
= 0.

V�eta 13. Neht' G ⊂ R

n
je otev�ren�a. Je-li funke f t�r��dy C1

na G, pak

je f spojit�a na G.



De�nie. Neht' G ⊂ R

n
je otev�ren�a mno�zina, f ∈ C1

(G) a a ∈ G.

Gradientem funke f v bod�e a rozum��me vektor

∇f(a) =

[

∂f

∂x
1

(a),
∂f

∂x
2

(a), . . . ,
∂f

∂xn

(a)

]

.

V�eta 14 (o derivai slo�zen�e funke). Neht' r, s ∈ N a G ⊂ R

s
, H ⊂ R

r

jsou otev�ren�e mno�ziny. Neht' ϕ
1

, . . . , ϕr ∈ C1

(G) a funke f : H → R

je t�r��dy C1

na H. Je-li slo�zen�a funke F : G → R ur�en�a p�redpisem

F (x) = f(ϕ
1

(x), ϕ
2

(x), . . . , ϕr(x))

de�nov�ana naG, pak F ∈ C1

(G). Jestli�ze a ∈ G a b = [ϕ
1

(a), . . . , ϕr(a)℄,

pak pro j ∈ {1, . . . , s} plat��

∂F

∂xj

(a) =

r
∑

i=1

∂f

∂yi
(b)

∂ϕi

∂xj

(a).

De�nie. Neht' f je funke n prom�enn�yh, i ∈ {1, . . . , n} a

∂f
∂xi

existuje

v ka�zd�em bod�e otev�ren�e mno�ziny G. Pak de�nujeme pari�aln�� derivae

druh�eho �r�adu p�redpisem

∂2f

∂xi∂xj

=

∂

∂xj

(

∂f

∂xi

)

,
∂2f

∂x2i
=

∂

∂xi

(

∂f

∂xi

)

,

kde j ∈ {1, . . . , n}. Analogiky de�nujeme pari�aln�� derivae vy�s�s��h

�r�ad�u.

V�eta 15 (o zámìnnosti pariálníh derivaí). Neht' i, j ∈ {1, . . . , n} a

funke f m�a na okol�� bodu a ∈ R

n
ob�e derivae

∂2f
∂xi∂xj

a

∂2f
∂xj∂xi

a tyto

funke jsou v bod�e a spojit�e. Pak

∂2f
∂xi∂xj

(a) = ∂2f
∂xj∂xi

(a).

De�nie. Neht' G ⊂ R

n
je otev�ren�a mno�zina.

�

Rekneme, �ze funke f je

• t�r��dyC2

naG, m�a-li naG spojit�e v�sehny pari�aln�� derivae druh�eho

�r�adu;

• t�r��dy C∞
na G, m�a-li na G spojit�e v�sehny pari�aln�� derivae v�seh

�r�ad�u.

Analogiky se de�nuje funke t�r��dy Ck
pro ka�zd�e k ∈ N.

Poznámka. Neh» G, H, f , ϕ
1

, . . . , ϕr a F jsou jako ve Vìtì 14. Jestli¾e

naví f je tøídy Ck
na mno¾inì H a ϕ

1

, . . . , ϕr jsou tøídy Ck
na mno¾inì

G, pak také F je tøídy Ck
na mno¾inì G.


