
V.8 Konk�avn�� funke

De�nie. Neht' M ⊂ R

n. �

Rekneme, �ze M je konvexn�� mno�zina, jestli�ze

plat��:

∀x,y ∈ M ∀t ∈ 〈0, 1〉 : tx+ (1− t)y ∈ M.

V�eta 20 (o st�redn�� hodnot�e). Neht' G ⊂ R

n
je konvexn�� otev�ren�a

mno�zina, f ∈ C1(G), a ∈ G, b ∈ G. Pak existuje t
0

∈ (0, 1) tak, �ze

f(a)− f(b) =

n∑

i=1

∂f

∂xi

(t
0

a+ (1− t
0

)b)(ai − bi).

De�nie. Neht' M ⊂ R

n
je konvexn�� mno�zina a funke f je de�nov�ana

na M. �

Rekneme, �ze f je

• konk�avn�� funke na M , jestli�ze

∀a, b ∈ M ∀t ∈ 〈0, 1〉 : f(ta+ (1− t)b) ≥ tf(a) + (1− t)f(b),

• ryze konk�avn�� funke na M , jestli�ze

∀a, b ∈ M,a 6= b∀t ∈ (0, 1) : f(ta+ (1− t)b) > tf(a) + (1− t)f(b).

Pozn�amky. (1) Analogiky se de�nuj�� konvexn�� a ryze konvexn�� funke.

Funke f je konvexn�� (ryze konvexn��), pr�av�e kdy�z −f je konk�avn�� (ryze

konk�avn��). N�asleduj���� v�ety jsou formulov�any pro konk�avn�� a ryze konk�avn��

funke, jejih z�rejm�e analogie plat�� pro konvexn�� a ryze konvexn�� funke.

(2) f je (ryze) konkávní na konvexní mno¾inì M , právì kdy¾ je (ryze)

konkávní na ka¾dé úseèe obsa¾ené v M . To je ekvivalentní tomu, ¾e pro

ka¾dé dva body a, b ∈ M , a 6= b, je funke t 7→ f(a + t(b − a)) (ryze)

konkávní na intervalu 〈0, 1〉.

V�eta 21. Neht' funke f je konk�avn�� na otev�ren�e konvexn�� mno�zin�e G.

Pak f je spojit�a na G.

Poznámky. (1) Není-li G otevøená, f nemusí být spojitá na G (nemusí

být spojitá v hranièníh bodeh G vzhledem ke G).

(2) Pro pøípad n = 1 je Vìta 21 snadná. Je-li f konkávní na otevøeném

intervalu (a, b), pak má v ka¾dém bodì intervalu (a, b) vlastní jednos-

tranné derivae (to snadno plyne z Vìtièky IV.37 a Vìty IV.9), a je tedy

spojitá na (a, b). Pro obené n je dùkaz mírnì slo¾itìj¹í.

V�eta 22. Neht' funke f je konk�avn�� na konvexn�� mno�zin�e M. Pak pro

ka�zd�e α ∈ R je mno�zina Qα = {x ∈ M ; f(x) ≥ α} konvexn��.



V�eta 23 (harakterizae konk�avn��h funk�� t�r��dy C1

). Neht' G ⊂ R

n

je konvexn�� otev�ren�a mno�zina a f ∈ C1

(G). Pak n�asleduj���� podm��nky

jsou ekvivalentn��.

(a) Funke f je konk�avn�� na G.

(b) ∀x,y ∈ G : f(y)− f(x) ≤
∑n

i=1
∂f
∂xi

(x)(yi − xi).

() ∀x,y ∈ G :

∑n
i=1(

∂f
∂xi

(y) − ∂f
∂xi

(x))(yi − xi) ≤ 0.

D�usledek. Neht' G ⊂ R

n
je konvexn�� otev�ren�a mno�zina, f ∈ C1

(G)

je konk�avn�� funke a x ∈ G. Jestli�ze v bod�e x jsou v�sehny pari�aln��

derivae prvn��ho �r�adu funke f nulov�e, pak f nab�yv�a v x maxima na G.

V�eta 24 (harakterizae ryze konk�avn��h funk�� t�r��dy C1

). Neht'

G ⊂ R

n
je konvexn�� otev�ren�a mno�zina a f ∈ C1

(G). Pak n�asleduj����

podm��nky jsou ekvivalentn��.

(a) Funke f je ryze konk�avn�� na G.

(b) ∀x,y ∈ G, x 6= y : f(y)− f(x) <
∑n

i=1
∂f
∂xi

(x)(yi − xi).

() ∀x,y ∈ G, x 6= y :

∑n
i=1(

∂f
∂xi

(y) − ∂f
∂xi

(x))(yi − xi) < 0.


