VI.2 Regularni matice a hodnost matice

Definice. Rekneme, 7e matice A € M (n x n) je regularni, pokud existuje
matice B € M(n x n) takova, ze AB = BA = 1.

Definice. Rekneme, 7e matice B € M (n x n) je inverzni matici k matici
A € M(n x n), jestlize AB = BA = IL.
Poznamky.
(i) Matice A € M (nxn) je regularni, pravé kdyz k ni existuje inverzni
matice.
(ii) Necht A € M(nxn) je regularni matice. Pak existuje pravé jedna
matice k ni inverzni. Zna¢ime ji A=1.
(iii) Jsou-li A,B € M(n x n) takové, ze AB = I, pak BA = 1. Toto
dokézeme v oddilu VI.5.

Véta 4. Necht A,B € M(n x n) jsou reguldrni matice. Pak plati:

(a) A™! je reguldrni matice a (A~1)™! = A.

(b) AT je reguldrni matice a (AT)=! = (A=1)T,

(c) AB je reguldrni matice a (AB)~1 =B~ 1A~1,
Definice. Necht v!,... ,v™ € M(1 x n) jsou fadkové vektory.

e Linearni kombinaci vektori v!, ..., v™ budeme rozumét vyraz tvaru

Mol 44+ A, v™, kde A, ..., A\, jsou redlna éisla.
e Trividlni linedrni kombinaci vektoru v!,...,v™ rozumime linedrni
kombinaci 0 - v' 4+ .-+ + 0 - v™. Linedrni kombinaci, kterd neni

trivialni, nazyvame netrivialni.

e Rekneme, ze vektory v!, ..., v™ jsou linedrné zavislé, pokud exis-
tuje jejich netrivialni linearni kombinace, ktera je rovna nulovému
vektoru.

e Rekneme, ze vektory v',...,v™ jsou linedrn& nezavislé, nejsou-li
linearné zavislé, tj. pokud plati: kdykoli Aq,...,\,, jsou realna
¢isla takova, ze Mot + -+ A\, v™ =0, pak \; = --- =\, = 0.

Definice. Necht A € M (m xn). Hodnosti matice A rozumime maximalni
pocet jejich linedrné nezavislych fadkua. Hodnost matice A znacime h(A).
Poznamky.

(1) h(A) = k znamend, ze lze najit k-tici fadkd matice A, ktera je
linedrné nezavisld, ale kazda (k + 1)-tice je jiz linedrné zavisla.

(2) Hodnost se nékdy znaci téz r(A) (z anglického rank).
Definice. Rekneme, 7e matice A € M (m x n) je schodovitd, jestlize pro
kazdé i € {2,...,m} jeji i-ty tadek je bud nulovy nebo zacind vétsim
poctem nul nez (i — 1)-ni fadek.

Pozndamka. Hodnost schodovité matice je rovna poctu jejich nenulovych
radku.



Definice. Elementarnimi radkovymi tipravami matice A rozumime:

(1) ptehozeni dvou fadku matice A (e.f.4. prvniho druhu);
(2) vynasobeni jednoho fiadku matice A nenulovym ¢islem
(e.f.i. druhého druhu);
(3) pticteni nasobku jednoho Fadku matice A k jinému fadku (e.F.q.
tfetiho druhu).
Transformaci rozumime konecnou posloupnost elementarnich radkovych
uprav.

Véta 5 (vlastnosti transformace).

(i) Kazdou matici Ize vhodnou transformaci prevést na schodovitou
matici.

(ii) Je-li Ty transformace pouZitelnd na matice o m radcich, pak ex-
istuje transformace Ts pouzitelna na matice o m radcich takova,
ze pro kazdé dvé matice A,B € M(m x n) plati, ze B vznikne
z A aplikaci transformace T, pravé kdyz A vznikne z B aplikaci
transformace T5.

(iii) Jestlize Ize matici A prevést néjakou transformaci na matici B,

pak h(A) = h(B).

Poznamka. Analogicky jako radkové upravy a transformaci lze definovat
sloupcové tpravy a sloupcovou transformaci. Je snadné dokazat, ze sloupcova
transformace neméni hodnost matice. Odtud plyne, ze pro kazdou matici
A plati h(AT) = h(A).

Véta 6 (transformace a sou¢in). Necht A € M (m x n), B € M(n x k),
C € M(m x k) spliuji AB = C. Necht matice A" vznikne z matice A
aplikaci transformace T a matice C' vznikne z matice C aplikaci téze
transformace T'. Pak A'B = C'.

Metoda hledéni inverzni matice. Necht A € M (n X n) je reguldrni.
Pak existuje transformace T, ktera A prevede na jednotkovou matici.
Aplikujeme-Ii tuto transformaci T na I, dostaneme A~1'.

Véta 7. Necht A € M (nxn). Pak A je regularni, pravé kdyz h(A) = n.



