
IX.5 Vlastn�� ���sla a vlastn�� vektory

De�nie. Neht' A ∈ M
C

(n × n). �

Rekneme, �ze λ ∈ C je vlastn�� ���slo matie A, jestli�ze

existuje nenulov�y vektor x ∈ C

n
takov�y, �ze Ax = λx. Vektor x pak naz�yv�ame vlastn��m

vektorem matie A p�r��slu�sn�ym k vlastn��mu ���slu λ.

V�eti�ka 18. Neht' A ∈ M
C

(n× n).

(i) Prvek λ ∈ C je vlastn��m ���slem matie A, pr�av�e kdy�z det(λI− A) = 0.

(ii) Funke λ 7→ det(λI− A) je polynom stupnì n, který má u λn
koe�ient 1.

(iii) Matie A m�a nejv�y�se n r�uzn�yh vlastn��h ���sel.

Poznámky.

(1) De�nie uvádíme pro komplexní matie, proto¾e reálná matie nemusí mít reálná

vlastní èísla.

(2) Polynom λ 7→ det(λI− A) nazýváme harakteristikým polynomem matie A.

(3) Násobností vlastního èísla λ rozumíme násobnost λ jako¾to koøene harakteristik-

ého polynomu.

(4) Souèin v¹eh vlastníh èísel matie A, pokud se ka¾dé poèítá tolikrát, kolik je

jeho násobnost, je roven detA. Analogiký souèet je roven tr(A) (viz násle-

dujíí oddíl). Obojí lze dokázat podrobnìj¹í analýzou tvaru harakteristikého

polynomu.

V�eta 19. Neht' A ∈ M(n× n) je symetrik�a. Pak jsou jej�� vlastn�� ���sla re�aln�a.

De�nie.

�

Rekneme, �ze matie Q ∈ M(n×n) je ortogon�aln��, jestli�ze plat�� QTQ = QQT
=

I.

Poznámka. Neh» Q ∈ M(n× n). Oznaème q
1, . . . , qn

sloupe matie Q. Pak matie

Q je ortogonální, právì kdy¾

• ‖qi‖ = 1 pro ka¾dé i ∈ {1, . . . , n};
• jsou-li i, j ∈ {1, . . . , n} rùzná, pak <qi, qj> = 0, neboli vektory qi a qj jsou

kolmé.

Stejné tvrzení platí pro øádky matie Q.

V�eta 20 (spektr�aln�� rozklad matie). Neht' A ∈ M(n×n) je symetrik�a. Pak existuje

ortogon�aln�� matie Q ∈ M(n× n) takov�a, �ze

A = Q
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QT ,

kde λ
1

, . . . , λn jsou vlastn�� ���sla matie A.

Pozn�amky.

(1) Sloupe matie Q z pøedhozí vìty jsou vlastní vektory matie A. To napovídá

jednak, jak by se Vìta 20 dala dokázat, a jednak, jak by se matie Q dala najít.

(2) Mno�zin�e vlastn��h ���sel matie se �r��k�a spektrum matie.

(3) Jsou-li A a Q jako ve Vìtì 20, pak pro ka¾dý polynom
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+ am−1

xm−1

+ · · ·+ a
1

x+ a
0

platí

amAm
+ am−1

Am−1

+ · · ·+ a
1

A+ a
0

I = Q







p(λ
1

) . . . 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 . . . p(λn)






QT .

Matie nalevo se obvykle znaèí p(A).

D�usledek. Neht' A ∈ M(n×n) je symetrik�a. Pak A je PD (ND, PSD, NSD), pr�av�e

kdy�z jsou v�sehna jej�� vlastn�� ���sla kladn�a (z�aporn�a, nez�aporn�a, nekladn�a).


