X.1 Taylortv polynom funkci jedné realné promeénné

Definice. Necht £ € N a f je funkce jedné realné proménné, ktera ma
v bodé a € R vlastni k-tou derivaci. Pak Taylorovym polynomem radu &
funkce f v bodé a rozumime polynom definovany vzorcem

f"(a)
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T () = f(a) + f'(a)(x — a) +

Véta 1 (Peanuv tvar zbytku). Necht k € N a f je funkce jedné redlné
proménné, ktera ma v bodé a € R vlastni k-tou derivaci. Necht P je
polynom stupné nejvyse k. Pak plati P = Tg’“, prave kdyz

() lim S

Poznamky.

(1) Obsahem Véty 1 jsou dvé tvrzeni — jedno fikd, Ze polynom P =
T,f’a spliuje podminku (P), druhé ¥k, ze Tkjf’a je jediny takovy
polynom stupné nejvyse k.

(2) Rovnost (P) lze vyjadrit takto: Existuje funkce w, pro kterou

plati
e lim w(x) = 0;
Tr—ra
o f(x) = P(z)+w(x)- (r —a)* na ndjakém prstencovém okoli
bodu a.

Véticka 2. Na néjakém okoli bodu 0 plati:
(1) expr =1+ 2+ 2% + -+ + H2" + w(z) - 2F, lim w(z) = 0.

z—0
(2) sinz =z — ga® + g2° + -+ ()" gy T Fw(z) 2%,

il_rf(l) w(z) = 0.

3) cosz = 1 — g2 + z* + - + (_1)%3(2}{:)!&7% +ow(e) - 22

mh_r)r%) w(z) = 0.

(4) 11(?g(1 +1) = x— 322 + 123 + - 4 ()b 4+ w(a)ah,
xl_%w(az) = 0.

(5) Pro kazdé a € R mdme (1+z)* = (5) + (})z+ -+ (})a" +

ko1 _ o) _ afa=1)-(a—j+1)
w(z)z”, }f_%w(x) =0, kde (;) = i :




Definice. Necht f a g jsou funkce, a € R*.
(i) Rekneme, Ze funkce f je v bod& a malé o od g (piSeme f(x) =

o(g(x)), = — a), jestlize

lim M = 0.

(ii) Je-li navic u funkce, pak zapis f(z) = u(z) + o(g9(z)), x — a,
znamend f(z) —u(x) = o(g(x)), z — a.

Véta 3. Necht a € R*.
(i) Jestlize fi(x) = o(g(x)), = — a, a fa(x) = o(g(x)), © — a, pak
f1(z) + fo(x) = o(g(x)), x — a.
(i) Jestlize f1(z) = o(g1(x)), + — a, a fa(z) = o(g2(x)), + — a, pak
f1(2) fa(2) = o(g1(2)g2(2)), = = a.
(iii) Jestlize f1(x) = o(g(x)), x — a, a fy je nenulovd na néjakém
prstencovém okoli bodu a, pak fi(x)fa(x) = o(g(x) f2(x)), x — a.
(iv) Jestlize f(z) = o(g1(x)), = — a, a hm Eg je vlastni, pak
f(z) = o(g2(2)), x — a.
(v) Jestlize fi(z) = o(g(x)), © — a, a fo je omezena na néjakém
prstencovém okoli bodu a, pak fi(x)fs(z) = o(g(x)), x — a.
(vi) Jestlize m,n € NU{0}, m <mn a f(z) =o((x —a)"), x — a, pak
f(x) =o((x —a)™), z — a.
Véta 4.  Necht a,b € R*, f(y) = o(g9(y)), y — b, aljl_I)Iégo(az) = b
a existuje 6 > 0 takové, Ze pro kazdé x € P(a,0) je p(x) # b. Pak
flp(x)) = o(g(p(x))), v — a.
Véta 5 (Lagrangeuv tvar zbytku). Necht k € N, I je otevieny interval,
f € Ck*L(I) aa € I. Potom pro kazdé x € I existuje ¢islo &, které lezi

mezi a a x a pro néz plati

(k+1)
f(2) = Te(x) + Lo (@ — ay+1,

Véticka 6.
(1) Ke kazdému k € NU {0} a kazdému = € R existuje bod £, ktery
lezi mezi 0 a x, pro néjz plati
LRl
expr=1+xz+- -+ 75 +exp£ (k+1)'
(2) Ke kazdému k € N a kazdému x € R existuje bod &, ktery lezi
mezi 0 acz, pro néjé plati
— _ 2k+1
sing =z — 2% + F2° + -+ (=1)F! (%1_1)!3:% L (=1)*cos¢ - e
(3) Ke kazdemu ke NU{0} a kazdému x € R existuje bod &, ktery
lezi mezi 0 a x, pro néjz plati
cosz =1— S2? + Lat +- +(—1)kﬁaz2k+(—l)k+l cos & -

p2k+2
(2k;+2)'



