
X.1 Taylorùv polynom funk
í jedné reálné promìnné

De�ni
e. Ne
h» k ∈ N a f je funk
e jedné reálné promìnné, která má

v bodì a ∈ R vlastní k-tou deriva
i. Pak Taylorovým polynomem øádu k

funk
e f v bodì a rozumíme polynom de�novaný vzor
em

T
f,a
k (x) = f(a) + f ′

(a)(x − a) +
f ′′

(a)

2!

(x− a)2 + · · ·+
f (k)(a)

k!
(x− a)k

V�eta 1 (Pean�uv tvar zbytku). Ne
h» k ∈ N a f je funk
e jedné reálné

promìnné, která má v bodì a ∈ R vlastní k-tou deriva
i. Ne
h» P je

polynom stupnì nejvý¹e k. Pak platí P = T
f,a
k , právì kdy¾

(P) lim

x→a

f(x) − P (x)

(x− a)k
= 0.

Poznámky.

(1) Obsahem Vìty 1 jsou dvì tvrzení { jedno øíká, ¾e polynom P =

T
f,a
k splòuje podmínku (P), druhé øíká, ¾e T

f,a
k je jediný takový

polynom stupnì nejvý¹e k.

(2) Rovnost (P) lze vyjádøit takto: Existuje funk
e ω, pro kterou

platí

• lim

x→a
ω(x) = 0;

• f(x) = P (x)+ω(x) · (x− a)k na nìjakém prsten
ovém okolí

bodu a.

V�eti�
ka 2. Na n�ejak�em okol�� bodu 0 plat��:

(1) exp x = 1 + x+

1

2!

x2 + · · ·+ 1

k!
xk

+ ω(x) · xk
, lim

x→0

ω(x) = 0.

(2) sinx = x− 1

3!

x3 + 1

5!

x5 + · · ·+ (−1)

k−1

1

(2k−1)!

x2k−1

+ ω(x) · x2k,

lim

x→0

ω(x) = 0.

(3) 
osx = 1 − 1

2!

x2 +

1

4!

x4 + · · · + (−1)

k 1

(2k)!
x2k + ω(x) · x2k+1

,

lim

x→0

ω(x) = 0.

(4) log(1 + x) = x − 1

2

x2 +

1

3

x3 + · · · + (−1)

k−1

1

k
xk

+ ω(x)xk
,

lim

x→0

ω(x) = 0.

(5) Pro ka�zd�e α ∈ R m�ame (1 + x)α =

(

α

0

)

+

(

α

1

)

x + · · · +
(

α

k

)

xk
+

ω(x)xk
, lim

x→0

ω(x) = 0, kde

(

α
j

)

=

α(α−1)···(α−j+1)

j!
.



De�ni
e. Ne
h» f a g jsou funk
e, a ∈ R

∗
.

(i) Øekneme, ¾e funk
e f je v bodì a malé o od g (pí¹eme f(x) =

o(g(x)), x → a), jestli¾e

lim

x→a

f(x)

g(x)
= 0.

(ii) Je-li naví
 u funk
e, pak zápis f(x) = u(x) + o(g(x)), x → a,

znamená f(x)− u(x) = o(g(x)), x → a.

Vìta 3. Ne
h» a ∈ R

∗
.

(i) Jestli¾e f
1

(x) = o(g(x)), x → a, a f
2

(x) = o(g(x)), x → a, pak

f
1

(x) + f
2

(x) = o(g(x)), x → a.

(ii) Jestli¾e f
1

(x) = o(g
1

(x)), x → a, a f
2

(x) = o(g
2

(x)), x → a, pak

f
1

(x)f
2

(x) = o(g
1

(x)g
2

(x)), x → a.

(iii) Jestli¾e f
1

(x) = o(g(x)), x → a, a f
2

je nenulová na nìjakém

prsten
ovém okolí bodu a, pak f
1

(x)f
2

(x) = o(g(x)f
2

(x)), x → a.

(iv) Jestli¾e f(x) = o(g
1

(x)), x → a, a lim

x→a

g
1

(x)

g
2

(x)
je vlastní, pak

f(x) = o(g
2

(x)), x → a.

(v) Jestli¾e f
1

(x) = o(g(x)), x → a, a f
2

je omezená na nìjakém

prsten
ovém okolí bodu a, pak f
1

(x)f
2

(x) = o(g(x)), x → a.

(vi) Jestli¾e m,n ∈ N ∪ {0}, m ≤ n a f(x) = o((x− a)n), x → a, pak

f(x) = o((x− a)m), x → a.

Vìta 4. Ne
h» a, b ∈ R

∗
, f(y) = o(g(y)), y → b, lim

x→a
ϕ(x) = b

a existuje δ > 0 takové, ¾e pro ka¾dé x ∈ P (a, δ) je ϕ(x) 6= b. Pak

f(ϕ(x)) = o(g(ϕ(x))), x → a.

V�eta 5 (Lagrange�uv tvar zbytku). Ne
ht' k ∈ N, I je otev�ren�y interval,

f ∈ Ck+1

(I) a a ∈ I. Potom pro ka�zd�e x ∈ I existuje �
��slo ξ, kter�e le�z��

mezi a a x a pro n�e�z plat��

f(x) = T a
k (x) +

f(k+1)(ξ)

(k+1)!

(x− a)k+1.

V�eti�
ka 6.

(1) Ke ka�zd�emu k ∈ N ∪ {0} a ka�zd�emu x ∈ R existuje bod ξ, kter�y

le�z�� mezi 0 a x, pro n�ej�z plat��

expx = 1 + x+ · · ·+ xk

k!
+ exp ξ · xk+1

(k+1)!

.

(2) Ke ka�zd�emu k ∈ N a ka�zd�emu x ∈ R existuje bod ξ, kter�y le�z��

mezi 0 a x, pro n�ej�z plat��

sinx = x− 1

3!

x3 + 1

5!

x5 + · · ·+ (−1)

k−1

1

(2k−1)!

x2k−1

+ (−1)

k

os ξ · x2k+1

(2k+1)!

.

(3) Ke ka�zd�emu k ∈ N ∪ {0} a ka�zd�emu x ∈ R existuje bod ξ, kter�y

le�z�� mezi 0 a x, pro n�ej�z plat��


osx = 1− 1

2!

x2 + 1

4!

x4 + · · ·+ (−1)

k 1

(2k)!
x2k + (−1)

k+1


os ξ · x2k+2

(2k+2)!

.


